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ВВЕДЕНИЕ. 


6 1. Понятие о диференииальном уравнении, Всякое фнзическое 
явление характеризуется одной иди несколькими величинами, измерить 
которые непосредственио удается далеко не всегда. Часто приходится 
довольсавоваться измерением не тех величин, которые нас интересуют, 
а других, связанных с перзымн определенными соотношениями. Соот- 
ношения эти могут быть представлены в копеччой илн диференциальной 
формах. Обычно бывает легче установить зависимость между днфе- 
ренциалами зависимых друг от друга веянчин, чем между самымн 
Этими величинами. Объясняется это тем, что, оперируя с весьма ма- 
лыми количествами, мы можем делать допущения, упрощающие задачу 
установления зависимости между этими количесавами н ие отражаю- 
щЩиеся на результате благодаря предельному переходу. Получаемые 
после выполнеиня предельного нерехода зависимости 
Содержат производные рассматриваемых величин в носиг название 
Диференциальных уравнений. 

Так как нашей конечной целью является получение зависимости 
в конечной форме, при которой, измерив одну величину, можно опре- 
делить и другую, завнсящую от первой, то, составив диференциальное 
уравнение и получив, таким образом, зависимость между величинами 
в диференциальной форме, мы должны еще решить задачу о преобра- 
зовании полученной зависимости: представление ее в конечной форме. 
Эга задача носит название интегрирования днференциаль- 
ного уравнения 

Поясиим сказанное на примере из кинематики. Пусть требуезся 
установить зависимость между путем $, пройденным некоторой точкой, 
и нременем 2, причем точка эта движется неравномерно, т. е. вв 
скорость 9 есть функция времени 


9==5(р. 


Так как нет возможности непосредственно найти зависимость между 5 
и 2, то попытаемся установить ее для элемента пути и элемента вре- 
мени. Для этого обозначим весьма малый промежуток времени через ДЕ 
ни соответствующий этому промежутку времени путь через Ду. Для 
такого — весьма малого — промежутка времени сделаем допущение, что 
дДвнжение равномерное, т. е, что скорость постоянна; тогда 


Аз 


ль 


Написанное равенство только приближенное; оно станет точным, 
если мы перейдем к пределу, полагая, что АЁ стремится к нулю. Делая 
это, получим уже точное равенство 

а; 
= —, 
Е 
откуда 
@5==04 илн &5==5(#) 4. 


Мы установнли зависимость между диференциалами 45 и 4 и полу- 
чнли просгейшее диференциальное уравнение. 

Пусть нам было известно, что о(Й) =24 тогда наше диференци- 
альное уравнение запишется так: 


$ ==21 или то 


Е 
Для получения зависимости между $ и Ё в конечной форме проин- 
т трируем его. Получим: 
[о ь 5=Р-|-С. 


Произвольная постоянная С, представляющая собой начальный. путь, 
можег быть найдена лишь в том случае, если изнесгио значенйе"вели- 
чины $ Для какого-либо момента времени #. Например, если известно, 
что $==0 при #==0, то и С==0. Следовательно, для этого случая 


24. 


ЗА, 


$ 2. Порядок и степень диференциального уравнения. Найдленное 
з предыдущем параграфе диференциальное уравиенне содержит н себе 
45 
аргумент & и производную -ар от неизвестной функции $ по аргуменлу 2. 
В более общем случае в состав диференциального уравнения могут 
войти ие только аргумеит и производная от неизвестной функции по 
аргументу, но и сама неизвестная фувкция, т. е. дифереициальное 
упавнение может иметь внд 
< мы 
Е, у, У) =0, (0 
а ый. 
гче х—- аргумент, у-—— функция, а у’ == ТЕ 
Уравнение (1), содержащее кпроиззодную первого порядка, назы- 
вается диференциальным уравнением первого порядка, 
Вообще: порядком диференциального уравнеиия назы- 
вается порядок наивысшей производной, входнщен 
в его состав. Общий вид днференциальиого уравнения 7-го по- 
рялка таков: 


— производная от у по х. 


Е (У, У, ...› У) = 0. (2) 


Степенью диференциального уравиения называют 
высшую степень производной высшего порядка, входящей в данное 
уравиение. Например, уравиение > 


оту-еяну — («тол 


— гретьего порядка и второй степени!). 


1} Поиятие степени дифереициального уравнения не играет сколько- 
нибуль заметной роли в теории этих уравнений, 


6 


Уравнение (2), в когором неизвестная функция зависит только о 
одного аргумента, называется обыкновенным диференциаль- 
ным уравнением. Еслн же иеизвестная функция, входящая в дифе- 
ренциальное уравнение, зависит от нескольких аргументов, то уравне- 
ние называется диференциальным уравнением в частных 
производных. Общий вид такого уравнеиия: 


о. ов 92 92 92 922 
2 2. +2 
ча). @) 
дх.0х, 0% За 


Здесь %1, Хо; ...) Хв обозначают независимые переменные, а 2 — фупк- 
цию этих перемеиных. 

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением только обыкновенных 
диференциальных уравнений. 

8 3. Диференциальное уравненне ках результат исключения 
произвольиых постоянных. В $ 1 было сказано, что дифереициаль- 
ное уравнение может быть получено как результат отыскания зависи- 
мости между диференциаламн двух физических величин. Покажем, что 
к диференциальному уравнению можно также прийти пучем исклю- 
чения постоянных из уравнення, выражающего связь между этими 
величинами в конечиой форме. 

Пусть даио уравнение 


У==Л(%, Су, Сь, -.., С,), (4) 


в котором С, С», ..., С„ обозначают какие-либо постоянные и при- 
том произвольные величины, Требуется составить диференциальное 
Уравнение, в которое не входили бы постояниые С\, Сь .... С, 
и которое бы выражало свизь между х, у и производными от у по х. 

для этого продиференцировав и раз по х уравиение (4), получим: 


Зы (3 @ы @ ве-ы 69 
РЕ бы @ воз 8 


565 — 109 (х, С, Сь...› С,). 


Мы получая систему, состоящую из (п-|- 1)-го уравнения, считая 
в том чисье и данное уравнение (4). Возьмем какие-либо п из уравие- 
ний этой системы и, предполагая, что эти я уравиений разрешимы 
относительно постоянных С, С. -.., С», определим значения этих 
постоянцых в ‘чвисимости от переменной х, функции у и ее произ- 
водных по х. Поцставляя найденные значения величин С, С, ..-, С» 
в оставшееся (п -[-1)-е уравнение, мы получим зависимость 
Роу, у", ..., У) =50, {2) 


т. е. получим обычковенное диференциальное уравнение п-го порядка. 
Пример. Исключеть постоянные С; и С, из уравиения 
У = Сие? -|- Слет, 


Так как для исключения двух величин Сун С. надо иметь три УраВиенН 
те, продиференцировав заданное уравнение два раза по х, будем иметь си- 
тему: Е 
} у= Се -|- Сет, 
7 == 2.2? -|- Зее 


У’ = 4С1е?т +- ЭС. вх. 


Исключеине постоянных С, и С, проще всего произвести так. Помножим вер- 
ное уравиение на 6, второе иа —5 и результаты сзожим с третьнм. Получим 


У 0. 
т. е. диференциальное уравиение второго порядка и первой степени вида 
Е. У’, у") ==0. 


8 4. Общий, частный и особый интегралы диференциального 
Уравнення. Проинтегрировать диференциальное уравнение л-го ло- 


рядка 
Р(х, у У, У",..., у) =0 © 

это значит найтн для неизвестной функции такое выражение 
У==7 (>, Сь бы ..., С,), (5 


я состав которого вошли бы аргумеит х ин произвольных постоян- 
ных Сь Сы, ..., С, и которов, будучи подставлено на место ‚Ув данное 
уравнение (2), обратнло бы его в тождество. 

Выраженне вида (4) называют общим интегралом (или об- 
щим решением) уравнения {2). Если мы в общем интеграле произ- 
вольным постоянным придадим какое-либо частиое значение, то полу- 
чим так называемый частный нитеграл (или частное ре- 
шенне). 


Так, например, для диференцнального уравнеиня второго порядка 
э’у=0 


У= С, созх-| Сьзтлх, 


фуикция 


содержащая две произвольные постоянные С н С, и удовяетворяющая урав- 
нению (в чем нетрудно убедиться подстановкой), служит общим интегралом. 
Если мы, напоимер, придадим велнчияе С, значение 2, а величнае С: — зваче- 
ние —3, то получим соотношение 


У=2с08х — З5шх, 


которое является частным интегралом. 


Общий интеграл (4) уравнения (2) (и-го порядка) содержит и про- 
извольных постоянных величин и может, получить бесчисленное мно- 
жество значений. Это объясияется тем, что с помощью уравнения (2) 
можно описать целый класс физических явлений. Для нахождения за- 
висимостей, характеризующих какое-либо определенное физическое 
эвление этого класса, т. е. лля получения частного интеграла уравие- 
ния (2), мы должны определить хсе пронзвольные постояиные, входя- 
шие в его общий интеграл (4). Чтобы найти их, нам должны быть 
заданы дополнительные условия. Такие условня всегда и задаются (или 
могут быть найдены из эксперимента) и носят название начальных 
и граничных условий. Этих Условий должно быть столько, 


з 


сколько произвольных постоянных входит в состав общего интеграла 
(4) (т. ©. такое число их, каков порядок диференциального уравнения). 
\ 


\Полученное нами в $ 1 уравнение 
95 =2 


характернзует собой целый класс равпопеременных данжеини точки. Общий 
интеграл его 
5=@-- С. 


Чтобы получить зависимость между $ и { в одиом внолие определеицом 
двнженни, т, е. для получения из этого общего интеграла частного интеграла, мы 
должиы каким-то образом опредолить произвольную постояиную С. Для этого 
нам было дано начальное услевре, т. е. мы знали, что в начале движения 
(при 2 =:0) пройдениый точкой путь был равеи`0 {5 =0). Подставив в выра- 
женне общего интеграла значення $ и из этого условия, нашли значение С’ 
для нашего частного случая: С ==0. 

Подставив же это значение С в общий интеграл 

5=Я@-- С, 
мы получили частный интеграл 
5=А, р 
дающий в конечной форме связь между $ и 2 для нашего частного случая. 


Кроме общего интеграла, некоторые дифереициальные уравнения 
имеют еще так называемые особые интегралы (решения). Онн 
не могут быть получены из` общего интеграла ни при каких частвых 
значениях произвольиых постоянных и этим о’лнчаются от частных 
интегралов. Из общего интеграла особые интегралы могут быть полу- 
зены, еслн величины С, С», ..., С, рассматривать не как постоянные, 
а как функции от х. Подробнее об этом сказано ниже (стр. 10 и 33). 

$ 5. Интегральные кривые днференциального уравнения. Инте- 
гралы диференциального уравнения можно интериретировать геометри- 
ческн. 

В выражении общего интеграла 


=» бу (©, со) (4) 
диференциального уравнения 
Ех У, У, .-., у) =0 (2) 


переменные х иу можно рассматривать как координаты точек плоских 
кривых, которые принято называть интегральными кривыми диферен- 
циального уравнения (2). Входящие в выражение общего интеграла (4) 
произвольные постоянные С, С. ..., С, можно рассматривать как ие- 
иоторые параметры. Тогда выражение (4) представит собой уравненне 
семейства интегральных кривых, изображающих частные 
интегралы уравнення (2), а само уравнение (2) будет диференциальным 
уравнением всех его интегральных кривых. Число параметров этого 
семейства равно чнслу произвольных постоянных в выражении общего 
интеграла (4) илн порядку диференциального уравнения (2). ^ 

Процесс получения частного интеграла из общего путем нахожде- 
ния произвольных постоянных сводится с геометрической точки зрения 
к выбору из семейства интегральных кривых той, которая соответ- 
ствует дополнительным (начальным, граиичным) условинм, имеющим 
место для данного частного случая. 


Нахожденне частного интеграла уравнения, разобранного нами в 6 Ц 
прелставляет собой вырор из се» ейства парабсл, заданного аналитически 
сним нитегралом 

5=-С, 


параболы, определяемой значевием параметра С, представляющего собой 
в давном случае расстояние от пачала координат до пересечения искомой 
параболы с осью $. Получив из начального условия величину С, мы нашли ту 
параболу, которля дает в графической форхе зависимость между $ и для 
нашего конкретного частного случая. Поскольку С в нашем случае оказалось 
равным нулю, то искомая парабола — та, которая касается оси в точке У=0 

Для каждой точки каждой интегральной кривой значения хуи У 
удовлетворяют данному диференциальному уравнению, а поэтому по- 
следнему удовлетворят также значения х, у и у’, взятые в любой 
точке огибающей этого семейства интегральных кривых (так как 
кажлая точка огибающей принадлежит одновременно какой-либо из 
огибземых, т. ©. какой-либо интегральной кривой). Отсюда следует, 
"то уравнение этой огибающей является также решением данного ди- 
ференциального уравнения. Особые интегралы геометрически предста- 
нляют собой огнбающие семейства интегральных кривых. Ниже мы 
рас‹мотрим способы отыскания особых интегралов. 

Такое наглядное представление частных и особых интегралов помо- 
тает уяснить тот, указаиный нами выше, факт, что особый интеграл 
не может быть получен из общего ни при каких значениях произволь- 
ных постоянных. 


Рассмотрим для примера диференциальное уравненне 
х 
0 


Его общий интеграл 


7” 
— У (мо можно записать так: — 1). 


У1— у? г 
у==: Ут 6 


можно рассматривать как уравненпе семейства интегральных кривых — кругов 
эдпничного радиуса с центрами ча оси х-ов. 

Каждый частный интеграл — одна чз окружностей, а особые ивктегралы — 
огибающие этого семейства. В нашем случае эти огнбающие — две прямые, 
проходящие параллельно оси х-ов па расстоянии единицы от нее, одна над, 
а другая под оскю. Их уравнения будут 


у==1. 


Как нетрудно вилезь, оба особые интеграла, удовлетворяя днференциаль- 
ному уравнению, ие принадлежат к семейству частных интегралов и поэтому 
н’ могут быть получейы нз общего иятеграла ни прн каких значеннях пронз 
вольных постоянных. Для получения особого интеграла из общего, как ука- 
зывалось выше, произвольные постоянные должны рассматриваться как неко- 
торые функции от х. В нашем случае для пелучення особых интегралов 

= \ 
из общего 
== Ут 
мы должны положить С равным х, т. е. считать пронзвольную постоянную С 
функилией от х(С=х). 


$ 6. Замечание об интегрировании диференциальных уравнений. 
Число вилов диференниальных уравнений, которые могут быть про- 
ингегрированы в конечном пиле, весьма невелико, Сказанное ©тно- 
сигся ше только к уравненням высших порялков, ко даже к целому 
ряду уравиеннй первого порядка. Это обстоятельство заставнло нас 


ю 


в настоящей книге ограничиться рассмотрением только отдельных 
типов диференниальных урагьений, знакомя читателей с часткыми 
приемами их интегрированвя. 

Заметим, что вопрос об интегрировании диферен- 
цнального уравнения считается решелиым, еслн 
нахождение неизвестной фуикции удается привести 
к квалратуре, независимо от того, выражается ли полученный 
интеграм в конечном виде илн нет. 


ГЛАВА 1. 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 


5 7. Диференциальные уравнения с отделяющимися паремен- 
ными. Если в состав диференниальвого уравнения первого порядка 


Е(%, у у)=0 


производная у’ входит в первой сзепени, то уравнение можно пред- 
ставить в виде В В 
20 У у)-у’=0 


$ (% У ах- 9% У) 4у=0, 


гле коэфициевты ф(х, у) и %(х, У) при 4х ин Чу являются функциями 
только от Х и у. 

Диференциальным и уравнениями с отделиющимися 
переменными называются уравнения вила 


9 - О) ах). 0)ау=0, (5) 


в которых каждый из коэфициентов прн диференциалах представляет 
собой произведение двух функций, одна нз которых зависит только 
от х, а другая — только от у. 

Уравнения такого рода можно представить в виде 


Рах=О4у на Рах--Оду=0, 


или 


где Р зависит только от х, а О— только от „У; таким образом полу- 
чаем, что левая часть равенства зависит только от хи ах, правая — 
от у и Ду. В этом случае говорят, что переменные отделены 
друг от друга, и уравнение (5) называют уравнением с отделенными 
переменными. 

Для того чтобы отделить переменные, разделим обе части уравне- 
ния (5) на произведение 

920) - 9, ©; 


получим уравнение с отделеннымн переменными 


в) 0) 1, 
+6) Е ого ® 


п 


Ивтегрируя его, получаем общий интеграл в виде квадратур 


Г (о ге 
Ио ао 2 
где С-— произвольная постоянная ин:егрирования. 

„Отделение переменных, — говорит Лагранж, —по справедливости 
должно быть рассматриваемо как прекраснейшее средство, которое 
создали геометры для интегрирования уравнений первого порядка. 
В самом деле, после того как переменные в уравнении отделены, каж- 
лый член можно рассматривать как частный диференциал, зависящий 
только от одной переменной. ИМ тогда остается лишь взять интеграл 
от каждого члена, присоединив к результату пронзвольную постоян- 
ную“. 

К решенню диференциальных уравнений с отделяющимися перемен- 
пыми приводятся очень многие физические задачи. Рассмотрим некото- 
рые из эгих задач. 

7. Дифференциальное уравнение кепрерывного роста или убывания. 
Нусть известно, что скорость прироста (или убывания) некоторой 
величины прон-рииональна наличному ее количеству (т. е. имеюще- 
муси в данный момент 2). Пусть в вачальный момент 2==0 величина 
была равна Ру. Требуется найти зависимость между величиной Ри 
временем &. 


яР 
Заметнв, что скорость прироста выражаетси производной * р: 


обозначив положительный коэфиинент пропорнциональности буквой &, 
будем иметь 


аР 
ее 
в случае прироста н 
ар 
а © 
в случае убывания. э 
Отделяя в первом уравнении переменные, находим 
ЧР 
в ==АЬ 
откуда, интегрируя, получим 
все. 


Но так как в силу начального условия при Ё==0 имеем Р==Р» 
то С==Б, и 


Р= Р.Е. 
Для случая убывания будем нметь 
РР 


2. Дифференциальное уравнение растворения твердых тел. Предполо- 
жим, что при постоянной температуре скорость растворения твердого 
тела в жидкости пропорциональна количеству этого вещества, еще 
могущего раствориться в жидкости до насыщения последней {прелпо- 
лагается, что, во-первых, вещества, входящие в раствор, химическн не 
действуют друг иа друга, и, во-вторых, раствор еще далек от насыще- 
ния, так как иначе линейный закон для скорости растворения непри- 


И 


меним). Пусть Р — количество вещества, дающее насыщенный раствор, 
и х--количество уже растворнвшегося вещества. Тогла получаем 
диференциальное уравнение 

ах 

—==А(Р— м 

Ч ‹ ), 
гле известный из олыта коэфициент пропорциональности, а #-— 
время. Отделение переменных и затем интегрирование дают 


х=Р- Сем. 


Но х=0 в начальный момент при #=0; поэтому С=- РВ, и окон- 


чательно, 
х=Р—е м). 


Полученное решение дает зависимость количества растворившегося 
вещества от времени &. 

3. Диференциальное уравнение температуры охлазсдеющегося тела. 
Пусть Г— температура тела, а 7 — температура окружающей сое 
н Г> Г. ПО известному закону Ньютона бесконечно малое количе- 
ство теплоты 46), отданное телом в течение бесконечно малого про- 
межутка времени 4, пропорционально разности температур тела и 
окружающей срелы: 


49 =— в (Т— т) 45 


здесь А — коэфициент пропорциональности; зиак минус поставлен 
потому, что потеря тепла {© — величина отрицательиая. 
Но, с другой стороны, имеем 


@ = тс (Т— То), 


гле т — масса тела, а с—_его теплоемкость. Допуская, что тепло- 
емкость есть величина, ие зависящая от температуры, найдем 


ЧО = тей Т. 
Следовательно, 
тсаТ==— # (Т— Т)} 4. 


Отделив переменные и проинтегрировав это уравнение, получим 
Е 
Т=П-Е Се *. 
Если в начальный момент (при #==0} температура Т=Т,, 10 
С=Г—К 


[2 
И т @-О 75 


4. Угавнение времени, необходимого для истечения воды цегез 
отверстие в дне рез’рвуара. Предположим, что нз резервуара, имею- 
щего Форму параллеленипеда с площалью основания $ (фиг. Г), исте- 
вает вода через малое круглое отверстие АВ, проделанное в дне. 
В начальный момент #==0 высота уровня воды пусть была №, В тече- 
не времени 42 через отверстне пройдет объем воды, равиый сео. 
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Здесь з— коэфициент, величина которого зависит ог диамет ра 
отверстия и ог высоты уровня воды :} в резервуаре, ® — пзощаль 
отверстия, а и — скорость истечения воды, 

Кан доказывается в курсах гидравлики, скорость © истечения из 
резервуаров воды со свободиой поверхностью равна У 292, где в— 
ускоренне силы тяжести, а 2 — высота 
уровня истекающей воды. Поэтому 
количество воды, вытекшей за проме- 
жугок времени 4Ь будет 


54 У 22=4. 


За тот же промежуток времени 
ЦЕ уровень воды в резервуаре пони- 
зигся на — 42. Очевидно, что 


Фиг. 1. — 5 4е==зю У 2024 


Отделив перемеиные в полученном вамн диференциальном уравненви 
и проинтегрировав его, получим 


Первоначальная высота воды в резервуаре была равна й, т.е. г=й 
при 2==0. Следовагельно, 
— а 

УЕ. 
Приняв это во виимание, получим окончательио 


С 


Время полного истечения Г воды из резервуара найдем из условия, 
что в момент окончания истечения величина 2==0. Приняв это, 
получим 


гле И" — первоначальный объем воды в резервуаре. 

Необхолимо заметить, что последнее равенство является грубым 
приближением, так как при малых = величину < нельзя считать не 
зависящей от 2. 

Если, например, й ==3 м; $ =209 

5.200 УЗ 

0,625. 25 - 79,8 

В случае, когда горизонтальные сечения резервуара изменяются, 
будем иметь $ ==/(2), и наше диференциальное уравнение напишегся 
так: 


>. 


#, № == 1,25 4; <=05625, то 


= мин. 20,2 сек. 


® У2= 1 не 42. 


1) Зависимостью с от высоты уровня воды в резервуаре в дальнейшем 
пренебрегаем, т. е. считаем с ие зависящим от &. 
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После интегрирования получим 


1 Х(2 
=-—- 42 
и —^ 
= я С у 1 в р ) 
* (2) 7 
== а. — 2-2. 
г сш УЗ | и Е сд УЕ ] У= Е 


5. Уравнение времени, необходимого для установления сдинаковых 
‘уровней экидкости в сообщающихся сосудах. Положим, что оба сосуда 
имеют форму параялелепипедон, у которых площади оснований $ и 
$, (фиг. 2). Количество жидкости, теряемое сосудом 1, равно коли- 
честву жидкости, получаемому сосудом //. Поэтому 


—541=5,Я2, &*“ 
отсюда р 
$-+ 5, 
да— аа = 42. 
>. Е $; 


В течение времени @Ё через от- 
верстие АВ площадью ® пройдег 
объем жидкости 
5 У 22—21) 4 
и поэтому 
-— За2=з У 25 (2—2) 4ь 

или 

ы ы 

— У22а. ее — Е 

$ У2—д 


Полагая 2—2. ==и, получим Чи==4е— а, == 


== ее. Вследствие этого 
_ 5 ИЕ 5 ыы „Я 
© е 54$ Ув’ 
а отсюда 
5 о Я 5 в я 
с® г ап " ан 
УЗЕТ "| . | т 
в 5+5 Уи 5+5, Уи 
ь 5 
Выполняя интегрирование, найдем 
— 5$: У2Я 
с (3-5) УЕ” 


где букво! Ё обозначена начальная разность уровней. 


—_ Если $ = 5, ==-100 45 й=2д м; ®==06,5 18; с= 0,62, то будем иметь 
Т— 114,5 сек. - 

6- Диберенциальное уравнение движения грузоподемных вагонеток- 
В виде более сложного примера рассмотрим двнжение механизма, 
известного под названием бремсберга н служащего для подъема и 
опускания грузов. Механизм этот состоит из двух вагонеток М; и М, 
соединенных канатом, перекннутым через блок О (фиг. 3). Вагонеткн 
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лвижутся по рельсам, уложенным на плоскостях АВ и АС, наклонен- 
ных под одним и тем же углом © к горизонтальной плоскостн. Прене- 
брегая силами сопротивления и считая рельсы гладкими поверхностями, 
мы можем сказать, что вся система движется под действием силы 
тяжести. Эта сила имеет потенцизл, и к движению системы грузов 
0этому можно применить известное из механики уравнение 


2.2 
п 


=» 


называемое интегрглом живой силы. Буквы ти К обозначают массу 
и скорость точки (части) /И; системы. Левая часть равенства выра- 
жаст живую силу системы. Буквой (7 обозначена потенциальная фуик- 
ция сил тяжести; #— посгоянйаяр. \ 
а 


Фиг. 3. 


Пусть $ есть расстоянне от начала координат О до центра тяжести 

- Телевки /№. Еслн С—-ллина всего каната, то расстояние от начала О 

цо пентра тяжести тележки М. разно Е—$. В таком случае абсолют- 

4$ 

ная величина скорости тележки М, и части каната ОМ, равна аГ? 

так же как н абсолютная величина скорости тележки М, и частн 
каната Омь. Вследсявие этого живая сила всей нашей системы 


С? 


У ше п в. (.— $] (=) 


{= 
= т (т. -Еть-| 92) (%), 


гле т; и ть массы тележек, а д— масса елиннцы длины каната. 
Теперь найдем потенциальную функцию действующих сил тяжести, 
приняв во внимание, что 
90 8 90 
рдее)” — =: 
у 02 


> 


гле Х, Ги Х—проекции снлы тяжестн иа координатные осн. Натнем 
с определения потенциальной функции (Л; для силы тяжести тележки М; - 


#6 


Вес тележки М, равен т 8; его проекции на координатные оси будут 
ЕО, — ЕН 7, =0, откуда 
Ра 
и = || т. ау == пибу; == т 85 за, 


5 


Таким же способом получим, что 
0/5 = ть (Е — $) эта. 


Рес элемента 5 каната равен 9245. Его потенциальная функция равна 
деу@з == 4 53 51 @ 45, гле в-—п расстояние от начала координат до эле- 
мента 43, а у—его ордината. Потенциальная функция веса всей 
части ОМ, каната 


8 
2 


> 5 
Ив == ша | 545 = о зша - =. 
о 
Таким же способом получим, что потенциальная функция веса частн 
ОМ, каната 
(5 
О — Ета. 
Так как И==. РО. 0,-Р Ц, то интеграл живой снлы нашей 
К». вапишется так: 


ее = ти = Нар. А —= 


5 = езтао (ии — ть — 92) 5 95] Е езва (шы.-- 9-Е. 


Для опрелеления Ё воспользуемся начальными условнямн: при #=0 
пусть будет $=0Он —„==0. Отсюда найдем, что 
й =— суша (вы. 9”). 
Следовательно, й 
: (п. ть -- 97) ( 4) виа [(т, — пь — 92) $ 95|. 


Если введем обозначения 


О „аеае ВВ ПЕ дет а 
т — пр— 9Е. н 2 ть - 92” 
то будем иметь Е ($-| 2257), а после отделения переменных 
ы Е же б-- ь д р 
ии, ие 
2У 5-5 


Положим теперь А25-| 1 == 28; в таком случае — МОЁ 


42 
У й—1 
Интегрирование дает 


шеи 7— т) =и НС вли Е: 


В силу начальных услоний С=0, а значит КЗОТ А, а 


Ут 5-е у5-==ем, 
ОА РТ ие 


2 З2к. 60. Ю. С. Опкоровий 


Е 


Умножение обеих частей последнего равенства на Ут —1У$ 


дает и 

г-т — 1-25 Уз; 
теперь вычтем это равенство из пречыдущего. После возвеления 
результата в квадраг получим 


{ — ета 
(И) о т%е в рез ий, 


или 


При чнсловых данных для кажлого момента # можно вычислить рас- 
стоянне $, пользуясь таблицами гиперболических функций. 
$ 8. О полных диференциалах. Рассмотрим выражение 


мах- Мау, 


в котором М=о(х, у) и М=у(х, у), н выясним, при каком условии 
оно представляет собой полиый диференциал от некоторой функции И 
и как эту функцию найти. 

Для этого докажем два положения: 

1) еслн выражение М4х-- М№4у есть полный дифе- 


ренциал некоторой фуикции (И, то имеет место соот- 
ношение 

дм _ ом. 

бук! 

2) если имеет место это соотношение, то всегда 
можно найти такую фуикцию (И, для которой наше 
выражение служит нолным диференциалом. 

Начнем с доказательства первого ноложения. 

По условию М ВЕ о Но ыы что 


ди 99. ах = 
Стало быть 
Мах Ми к-р 4. 


Так как величины 4х и ЦЙу совершение произвольны, то последнее 
равенство возможно лншь в том случае, когда 


СС ел —= 88 
5 бу 
Диференнируя нервое из этих равенств по у, а второе по х, имеем 
9м 97 р ЕО: 
ду  дхду 0^  дуодх” 
Но так как 
97 920 о ом _9М 
0хду  дудх” т ох ду * 
Докажем второе положение. Пусть 
эм Эм 
ПЕ АА 7 
В 05° ® 
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Покажем, что из уравнения 
40 = Ма -- Мау (8) 
всегда можно найти функцию И. Прежде всего будем интегрировать 


выражение М 4х, рассматривая у как постоянное. Обозиачая результат 
интегрирования буквой У, получим 


у= [ мах. 


Но 
ду ду ди 
ау, 4х ду = Мах-- зу $. 


Вычнтая это равенство из (8), имеем 
9у 
— == а |. 8) 
а{0 и=(м 2 Чу (9) 


В этом уравнении все известно, кроме функции- И. Из него можно 
будет определить И— У, а стало быть и 0), в том лишь случае, когла 
выражение 


есть функции от одного только у. 
Чтобы проверить это обстоятельство, продифереицируем рассма- 
триваемое выраженне по х. Мы получим 


д ду аи 
9(^-5у) ом () ам (35) _ ом ам 


9х а 0х 9х 9х ду 9х ву — о 


ду 
в силу условия (7). Следовательно, м—% не зависит от х и есть 
‘функция одного у. Теперь имеем 1 


оу Дно 


откуда находим (7. 
Сказанное можно распространить на случай многих переменных. 
Можно доказать, что для нахождении функции И из уравнения 


аи—= мах-- Мау ваз 
иеобходимо н достаточно, чтобы имели место соотношения: 


9М _0М дМ_ ОР. 9М дР 
ду 9х’ 02 ду’ 02 дх* 


(10) 


7. Работа сил, имеющих потенциал. Если точка движется под дей- 
ствием силы РЁ, проекцаи которой иа координатные осн равны Х, У 
н 2, и проходнт элементарный путь 4$, то работа 4Т, совершаемая 
силой Е на прот»жевни этого пути, определяется равенством 


ЯТ= Хах-- Уду-|- 242, 


где 4х, 4у н 42— проекции путн 45 на координатные оси. Работа 
вообще зависит от длины пройденного пути. Но существует весьма 
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важный случай, когда для вычисления работы пет нзобходимости 
знать, по которому из путей $, $, или 5; (фиг. 4) переместилась 
точка, а достаточно знать только ее начальное положение М, и конеч- 
ное М,. Это тот случай, когда проекции Х, Уи 7 силы являются 
частными производными от некоторой функции Ц соответственно по 


хуинат 


и НЙ ви 
2 о, А 


9 
== 9х 


Функция Ц навывается потенциальной или снловой функцией, 
а сила Е-силой, имеющей потенциал. В этом случае 


Г м 40 = Хах-- Уду-| 242 


и, следовательно, 


® ЯЙ-а@. 


Интегрируя это равенство от началь- 
вого положения точки М, до конечного М», 
М, находим 
Т=И, 0. 


вы Это значит, что работа силы, имею- 
щей однозначиый потенциал, не 
зависит от формы траектории и равна разности между 
значениями потенциальной функции в конечной и 
в начальной точках. 
Заметим, что проекции Х, Уи # силы, имеющей потенциал, должны 
удовлетворять условиям: 
9х _дУ 9х 02 ОИ ИЯ 
бу 0х’ 02 д й 02 бу 
Мы видим, что свойства полного диференциала находят себе ближайшее 
приложение в учении о работе. 
8 9. Уравнения, левая часть которых есть полный диференциал. 
Если дано уравнение 


Мах -|- Мау =0, 


левая часть которого есть полный диференциал некоторой функции (, 
то будем иметь 

ай =0, 
откуда общий интеграл 

И —= сопз, 


Пример 1. ву ртуах+ (9+ Я ев) ву =6. 


Здесь 
М= злу -| пу, М4; {05 
9м и Эм И 
ИЯ За ря и Зе -- т 
Стало быть Ото. а следовательно, из уравнения 
ду дх ' ы 


ай = ву ту) + (+= т воз) ау 


можно найти функцию И. 
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Рассматривая У как постоянное, находим сначала 


у= [ сушу = МУ 


затем 
== И ВИ ду — (Ва р ие 
а бу ду= у вуак-( +) 
и, далее, 
а(И— и) =созуйу и И-У=эту, 
т.е. 


И = зу хлшу + яту. 


жму хшу Е зту=С. 
Пример 2. (ху 2 уг) ах -|- (2 --2у2 + ха) ау + 0? {2х ху + 


| с0$ 2) 42 =0. 
Условия (8) в данном случае имеют место, что иетрудно проверить. Ищем 


функцию И, определяемую равенством 
аи= @ху-- 2 -| уз ах + а -- 22 Е хг) ау + 9 - 2ах - ху + ссз 2) 42. 


Считая уни: постояииыми, находим витеграя 


"= | (2ху | 22 уг) 4х = ху -- х2? -|- ху. 


Общий интеграл 


Диферевцируя, имеем 
ау == @ху-[ 22 у) @х -- (53 - х) ау -{ (2х -{ ху) 92. 
Вычитая ЯУ из @0, получим 
9(И— И) = 2у24у-+ (0? -| с0$2) 42. 
Считая 2 постоянным, ваходим иитеграя 
№ = [ Зуга == у?2. 


Далее, 
«ЛУ = 2улау -| уа2. 


Вычитаем ЛУ из 9 (И-— И); иаходим 
4(И— И \) = с0з242, т.е. И—У— М =зт2. 


Отсюда И = И-- | япа = хЭу -- х2? -- хуг-- Уз -- эта. 

Общий интеграл 

ух -|- хуг + уе зти == С, 

Кроме указанного сейчас приема дадим еще один способ отыскания 
Ффувкции по ее полкому диференциалу. 

Пусть дано 

ВИ = Мах Мау 

лри условии 


НЯ 
Отсюда следует, что -р ==М. Так как при составлении этой про- 


‘изводной аргумент у рассматривался как постоянная, то 
я 
(а, У) — [ мах-ЕФ0)- (1) 
=ь 
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Здесь х, — некоторое фиксированное значение х. Точно так же найдем 


и 
ик = [| №65 44969, 
№ 


(11а) 


тде »— также некоторое фиксированное значение у. Полагая в (11) 


ив (11а) х==ж и сравнивая результаты, найдем 


и 
$0) = [| Мо у оа)г 
Но формула (11а) дает р 


(а) = Ч (%ь 50). 


Подсгавив последние два выражения в (11), найдем 


2 и 
Обь УИ (мь уд -Е [| мо зах -- || М(жь у). 
= [7 
Таким же образом можно получить формулу 


(2) 


= у 
Обь У) И (кь зо -- | моздах-Е [Муз 12а) 


ео 5 
Аналогичная ормула для случая зрех переменных 
у 


ЧИ == Мах-- №М4у-|- Раг 
будет 


И,» = У Е [ Мое уз) ак-- 


= 


и я 
Е] Мо, 9 [ Рэд. 
% 2 
Пример 3. Пронитегрировать уравнение 
(2х ту — усоз х-- шх) 4х -|- (2 05 у— ту— зшх) 4у =0. 


9мМ ом 
Так как = 2хс0зу— созх = 5х › 0 левая часть уравнения есть пол- 


ный диференциал функцни И. Согласио (12), иолагая 


№ =3%=0, 
нмеем 
я у 
и=и (©, 0) + || (2х ту — уссзх Ш х)ах— [том 
[Я 5 


И=и(0, 0) -| (2 ту —узмх + хшх— х) | — мур. 


Общий интеграл 


жзту — узшя-- хшх— х-—-ушу-у=б 
где 
С= —0(0, 0) =0. 
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6 10. О методах интегрирования дифереициальных уравнений 
первого порядка- Рассмотренные нами выше уравнения © отделяющи- 
мнси переменными и полиыми диференциалами представляют собой два 
простейших типа уравнений первого порядка. При интегрировании прочих 
типов уравнений первого порядка обычно стараются сперва привести 
их К одиому из этих дРух ОСНОВНЫХ Типов. Для достижения этой цели 
существуют два метода: 1) отделевяе переменных и 2) метод иитегрн- 
рующего множитеня. Сначала мы познакомим читателя с двумя типами 
угавнений — одн ородными и линейнымн, в которых можно 
произвести отделение переменных в общем виде. Затем вкратце изло- 
жим метод интегрирующего множителя и дадим ряд примеров на при- 
менение этого метода. 

6 11. Однородные уравнения. Фупкция 7 (%, У) называется одио- 
родной функцией этих переменных порядка 1, если при лю- 
5ом Ё справедливо тождество 


1 (@х, у) =, у), 


1 
Полагая в этом тождестве =. находим 


Иль ©). 


Отметим, что Жь = зависит только от одной переменной >. 


ы подчеркнем это обстоятельство, еведя обозначение 
о. 
х ых 
Однородная функция характеризуется, таким образом, тождеством 


1 у ==" (+). 


х 


Напризер, функция 
у 


ХО, УЗ у — утех 2(1+> 38 =) Ат, — 


ж 
— однородная, третьего измерения. 


Если в диферевциальном уравнении 
мах-- №Мау=0 


коэфипнненты Ми № суть однородные функцин одного 
и того же измерения, то уравневие называют одно- 
родным. Переменные могут быть в пем отделены подстановкой 


у==, 


где #— новая переменная. В самом деле, если М и №— одиородные 
функции измерення т, то 


ие (2); ные), 


и диференциальное уравнение можно написать так: 
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Но > =Ёи ду==хаЁ-- Ых. Поэтому уравнение будет 
(0 - О ах-- я =0 
или 
$ (6) 42 


4х ВВ 
= Куба й =“ 


Здесь переменные отделены. Интегрируя, получим 
ОГ 
шШх [понес 
т] зов 
Эго есть общий интеграл. 


Пример. (=? — ху) ду -- уЗах= 0. 
Полагая у = #х(4у = хаЁ-|- 4х), после подстановкн и сокращения на 2х3 
получим | 


2 


И О “+ ( а 0, 


Интегрирование дает шлх -|- п2—#=шС 
илн 
и 


в Се?. 


8. Отражательная поверхность. Определим форму зеркала, отра- 
жающего все лучи, исходящие из данной точки О, параллельно данному 
направлению ОХ. При- 
нимая точку О (фиг. 5) 
за начало координат, 
предположим, что ОМ 
есть один из лучей, 
отражаемых по напра- 
влению МР | ОХ. 

Поверхиость зер- 
кала пересекает пло- 

Фиг. 5. скость чертежа по 

некоторой кривой, 

проходящей через точку М. Нормаль к кривой в этой точке будет 
биссектрисой / ОМР, т. в. линией М@; касательная к искомой кри- 
вой — АМ. Обозначив координаты точки М через х и у, будем иметь 


од=о9=ом=уя- у, 
а из треугольника ММА: у = «Уе-у хо. Но ва = в ; сле- 
довательно, 


зак (у-РУ--хау. 


Мы получили однородное диференциальное уравнение. Чтобы отде- 
лить переменные в нем, положим Хх ==&у; тогда 4х == УЧЕ-Е Чу. После 
подстановки и сокращения на у получим 


ув ут, № 


у _ УНР" 
Интегрирование дает ту== т (#-- УТ —- 2) тС, или 
У 2сх. 
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Искомая кривая — парабола, в фокусе которой помещается источ- 
ник света. Отражательная поверхность — параболоид вращения. 
6 12. Линейные уравнения первого порядка. Так называют урав- 


нення вида 
ре у-Нву =, (3) 


в которых коэфициеиты 2 и © суть функции только от х. Применим 
к его интегрированию способ Эйлера — способ введения произвольных 


функций. Положим 
у =, 


где и и о— некоторые неизвестные функции от х. 
Внося значение у в уравнение (13), получим 
шо и ('-Н Ро = 0. 
Функцию х выберем так, чтобы 
"| Во ==0; 
в таком случае и’о =. 
Из этих двух уравнений мы определим функции и и т. Частное 
решение (С==0) первого уравнения будет 


шо [ Рах==0 или о-=е 1, 
Подстановка < во второе уравнение дает 
ди — бе“ цх, 
откуда 
в — || Фе | с 
и, следовательно, общий интеграл 
еее [ ое текс]. (14) 


я у _ с5$х 
Пример. у’-- ЕН: 


Полагая у = 0, имеем 


Я о Е _ 08 х 
шо (о -- гЕ;)= тая 
Выбираем функцию © так, чтобы 
я м [а 4х 
РЕ ле: ее 
1 
Отсюда © == 
д = следовательно, 
аи д 
ах == <03х, и=зах-- С, 
а 
_ эшх-С 
ЕС 


9. Дифференциальное уравнение силы переменного тока в случае, 
когда в цепи есть сомоиндукния и омическое сопротивление. Пред- 
порожим, что в цепи, омическое сопротивление которой равно А, сила 
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тока / возбуждается электродвижуней силой В. Самоиндукция равна /. 
Пусть известно, что электродвижущая сила меняется по закону 


Е = Возш ой (15) 


где Бо и ®—- постоянные, Требуется определить силу тока в момент & 
зная, что в момент Ё#=0 она равна нулю: д ==0. 

Ивзвестно, что для силы тока Г и сопротивления А потеря иапря- 
жения равна А - Г. Для цепи же с самонндукцией Г, потеря напряження 


ЧЕ к 
равиа Ан ` Поэтому полная потеря напряжения во всей цепи будет 
Г 
Е == в 6 


Заменяя электродвижущую силу ВБ ее значением из (15), мы видим, 
что нахождение силы тока / приводится к интегрнрованию лннейного 
диференциального уравнения первого порядка 


Ги = Ра зто, (16) 
) Ю В 
в котором коэфициенты Р==т- и ©@= -7 ЭпоЁ Общий его интеграл 
согласно (10) булет =, 
1=е [№ Ге? иль + <]. 


Но, так как 
ВЕ 


в р: 
А 1е ^^ (Юэ п ьЁ — Г с0$ 06) 
[ е Р зш «Е Е ров ы 
то 
Е в 
‘=ераыя = (® эт оЁ — [0 05 66) -|- Се Г. 
Принимая во внимание, что /==/ =0 в момевт #==0, иаходим 
с— В» 
Каро? 


Поэтому 
р _ в 
ера (Ю зто! — Дю созоё [ше Г). 


Это равенство представляет частный интеграл уравнения (16). Пред- 
ставим его в более удобном для вычисления виде. Полагая отвлечен- 


ПЕ 


а 
ное число Е 12ф (угол © называется смещением фазы), полу- 


Ю 
чим Юз ®Ё — [9 08 9Ё == сы — ку! Е? рав («ЕЁ — 3) = 
= ИА? -[ 272 зщ (®ё — <), что дает 
2: 
Ее Еб зв (© — $) 
: В? -|- о] В ТЕ 
Сила тока, как показываег это равенство, состоит из двух частей: 
первая нмеет характер затухания а е Г); вторая — характер 
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— Е, = 650\, самоиндукция 2 = 0,0937 Н, сопротивление А == 
= а {=60Н2. В такоч случае круговая частота = УЕ 
> 120 „3.14 = 376,8 и ый 

о = 1889А; Шр= —7,11; 
ую 7 
скещение фаз у == 82536’, отношение и — 48,9. Вследствие этого снла тока 
35,3 ав = 
11880 [ у зп (5 | 


Первое слагаемое суммы, стоящей в скобках, имеющее в мокент #== 0 зваче- 
ние, близкое к единице, с течением времени весьма быстро убывает и в даль- 
нейшем силу тока можно считаль меняющейся согласно формуле 


{= 18,89 $1 (®ё — ф)ампер. 


6 13. Интегрирующий множитель. Рассмотренные выше диферен- 
циальные уравнения — однородное и линейные первого порядка — пред- 
ставляют тины уравнений, интегрнруемых методом отделения перемен- 
ных. Сейчас мы остановимся еще вкратце на применении к интегриро- 
ванию уравнений метода интегрирующего множителя. Сущ- 
ность этого метода состоит в том, чтобы найти такой множитель, 
после умножения на когорый левая часть уравнения 
Е(х, у, У’) =0 становится полным диференциалом. И если 
это достигиуто, то далее применяется прием, изложенный в 6 9. 

Пусть дано уравнение 

Мах М4у=0, {17) 


левая часть которого не есть полный дифереициал. Будем искать такой 
множитель Е 
#=9(%, 5), 
чтобы левая часть уравнения ' 
М 4х 5 ыМ4у=0 


была полным дифереициалом. Согласно сказанному в $ 8 множитель в 


9 (М _ д(ем№ 


должен удовлетворять условию которое можно пере- 


бу Ор" 
писать в виде 
Св бы ам __ ом 
и с В )- т 


Мы видим, что искомый множитель у удовлетворяет уравнению (13) 
с частными производными, и чтобы его иайти, надо это уравнение про- 
интегрировать. Но так как интегрирование уравнения (18) с частными 
производными есть задача, вообще говоря, более сложная, чем инте- 
грирование данного уравнения (17), то на первый взгляд выходит, что, 
отыскивая интегрирующий множитель, мы только усложнили задачу. 
Но дело в том, что для нахождения \ надо знать только частное 
решение уравнения (18), и поэтому вопрос в некоторых случаях ста 
новится легко разрешимым. 

Чтобы показать, как он именно решается, остановимся на каком 
либо частном случае отыскавия интегрирующего множителя. Отно- 
сительно этого множителя сделаем такое предположение: пусть он будел 
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функцией только от х, и посмотрим, при каком условии уравнение т) 
может иметь такой интегрирующий миожитель. Если р. ==$ (х), то го — 0, 
н уравнение (18) можно представить в виде 

ашь _ 1 ти —- 


ах М\ ду 9 


Так как здесь левая часть равенства есть функция только от одного х, 


то и правая 
Ц (= м) 


должна быть тоже функцией только от х. В этом именно и заклю- 


чается условие того, что уравнение (17) имеет интегрирующий множи- 
тель, являющийся функцией только от х. Сам множитель, как это не- 


трудно видеть, 
ть, 
ИМ А вы дх 


у —е . 


Мы, конечно, могли бы относительно множителя {» поставить и дру- 
гие требования; например, чтобы он был функцией только от у, либо 
только от х-- у, либо от х*— у и т. п. Каждое из этих требований 
привело бы нас к специальному условию, аналогичному тому, которое 
мы нашли в разобранном случае. 


Пример. (2-1 ху) 4х -|- (х-- х2у?) ду =0. 
Для этого ураввения 


М=Зу-ж\. М=х- За р 
ам _ ь том _дм\ _ лу _1 
0х ОРЗ 1 и. о хх х* 


Мы вндим, что для иего существует интегрирующий миожитель, завися- 
щий только от х, и этот мвожитель 


в=е Ре 


Умиожая ва иего наше уравневие, получим 
(ху - 2258) ах | (2-58) ау =0, 


Левая часть этого уравнения есть полный диференциал, что нетрудно про- 
верить. Интегрировать, его можно по способу, изложеипому в $ 9, Но проще 
переписать наше уравпение в форме 


2хуах-- 2 4у += (3л2уз ах -- Зузхз у) =0, 
илВ 
ас) Зал) =, 
а затем интегрировать. Общнй интеграл его будет 
Зл?у -- уз = С. 
Для линейного уравнения первого порядка 


РОО 
имеем 
М==Ти М==Ру— ©. 
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1 /9м № 
Выражение ту (55 — де 
тельно, интегрирующий множитель 


ГРах 
еее 5 


И есть функция только от х. Следова- 


В дальнейшем нам придется встретиться с условием существования 
интегрирующего множителя для выражения 


Мах-- Мду-- Ра», (19) 
коэфициеиты М, МиР которого зависят от аргументов х, у и 2. 


Обозначив этот множитель буквой и и умножая на него рассматривае- 
мое выражение, мы получим полный диференциал 


0 =ьМах 5 ыМау-Е рр а», 
по отношению к которому должны иметь место условия (10), т. е. 


9 (№) 9(2Р) 9 (ьР) _ дм „ 00 _00№. 
02 ду ' 9х 92 ду О 


эти равенства в раскрытом виде будут: 


1 0 
Ни --н 


ВР бу 02 * 

ар _ ам дь др 
=( 9х 92 ) м 92 й 9х? 

эм ом д». др. 
в( бу 9) о 


Умножая их соответственно на М, МиР и складывая результаты, 
находим 
м2 =) (5 В)-ЕР (5% и) 0. 
02 ду 9х 02 ду 0х 

Получеиное равенство выражает условие, необходимое Для 
того, чтобы выражение (19) имело интегрирующий множитель. Будучи 
необходимым условием, оно в то же время и достаточно; на выясне- 
нии его достаточности мы здесь, однако, останавливаться не будем. 

10. Диференциальное уравнение силы тока при переменном сопро- 
тивлении цени. При интегрнровании диференциального уравнения силы 
переменного тока мы в 9 рассматривали сопротивление № как величину 
постоянную. Но в течение того периода времени, когда ток выклю- 
чается, сопротивление А является величиной переменной; пусть зави- 
снмость А от времени может быть выражена формулой 

в-—= Кот 


т—# 


где ЮКу— начальное (постоянное) значение Ю; — промежуток времени 
до момента выключения и Ё-— время. 
Диференцнальное уравнение, соответствующее этому явлению, таково: 


Ч ВЧ Е 


Ре: (20) 
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Считая электродвижущую силу Е постоянной, будем искать решение 


Я 
этого уравнения, улозлетворяющее условию /= == о при 1—0. 
{0 


Применим метод интегрирующего множителя- Для данного случая 


—_ № 
И 


Е га 


а 
5 ш@-—5 


этот множитель 


=@—9 т. 


Уравнение (20) после умножения на принимает вид 


Вх Вл 
О И 1% Е ег 
С Со. 
или 
ы ВЕ 
те е-= 9] ИТ = 
отк. 
ь уе Вл Е — 
1—5" [21е—5 т -@+-с]. 
У 
Если > З=з, то, выполнив квадратуру, получим 
о Е Ея 
ее Е соя. 
1=н-р®—д-с«—9 
В силу начальных условий, полагая в этом равенстве #==0, нахо- 
т 
днм = т -Е Сс ЕЁ. И, следовательно, 
Вх 
22 
ПЕ т @ —9+|[и— в @-—=) о 


—==4, то после выполнения 


преобразований будем иметь 


2 5) № (1—5). 


И. Уравнения равновесия жидкой 
массы. Предположим, что в сосуде И 
(фиг. 6) содержится покоящаяся 
жидкость, чаСТИцЦЫ которой мы отие- 
сем к координатной системе х, у, 2. 
Рассмотрим злеменг жидкости, 
имеющий форму прямоугольного 
параллелепипеда, вершина И кото- 
рого имеет коордиваты х, у и 2, 
а ребра—@4х, 4у и 4г— парал- 
лельны координатным осям. Если буквой р обозначим плотность жил- 
кости в точке /М, то масса элемента будет равна рах4уаг. 

Будем рассматривать жидкость как деформируемое сплошное тепло, 
которое в состоянии равновесия не испытыиает ни касательных напря- 
жений, ни натяжений, но может оказать и само испытывает только 
давления. Заметим, что термином жидкость в гидростатике и гндро- 
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Фиг. 6. 


динамике обозначают не только жидкость в общепринятом значении 
этого слова, но также и газообразные вещества. Первые называют 
капельнымн жидкосгями и считают, что сжимаземостью их можно 
пренебречь, вторые же, в отличие от первых, названы сжимаемыми 
жидкостями. 

Из сказанного выше следует, что на грани параллелепипеда дей- 
ствуют нормальные к грачям давления. Кроме этих сил, иа параллеле- 
пипед могут Действовать еще и объемные снлы (например, сила 
тяжести). Если мы обозначим буквами Х, Ги 1 составляющие объем- 
ной силы, действующей на единицу массы, то проекции этой силы, 
приложенной к параллелепипеду, будут 


рхах4у4г, оТахауйр и рйахауаг. 


Пусть р есть давление жидкости в точке /1. Оно является функцией 
от координат этой точки. Силы давления на грани МРЕЕ и ВСНК 
соответственно будут 


рау4г и — (+2) думе. 


Сумма проекций на ось ОХ всех приложенных к параллелепип-ду 
сил, как это нетрудно видеть, выразится так: 


рауае— (р + С ак) уаз | рхакдуа, 
или после сокращений 
9) 
(2х — | 4хдуаг. 


Точно так же суммы проекций всех сил на оси ОУ и ОЙ соответ- 
ственно будут 


(> —5) Чквуае и (2— 2) 4х ауаг. 


Составляя уравнения равновесия, мы приравняем эти суммы нулю. 
В результате получим 
() ( 
Че РЕ 


© 
де == п р7. (21) 


= 
Заметим, что полученные три уравнения равновесия равносильны 
одному такому уравненито: 

Яр=р(Хах -- Уау-[ 242). (22) 


Так как левая часть этого уравнения есть полный диференциал, то 
и правая его часть должна быть полным же диференциалом. Отсюда 
заключаем: равновесие жидкости иозможно лишь в том 
случае, когда действующая напее объемная сила 
(Х, У, 2) такова, что выражение 


Хах-- Уау- 7аг 


имеет нитегрирующий множитель для существования же 
последнего, как выше было отмечено, необходимо и достаточно, чтобы 


Х (1 — в) и #)--2( 2) 
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В случае, когда плотность р постоянна, для равновесия жидкости 


необходимо, чтобы выражеине 

Ххах-- Уау-- аз 
было полным диференциалом. Для этого в свою очередь необходимо и 
достаточно, чтобы 


дУ ой 97 9х 0х ду 
92 бу * 9х 9= бу Ох 


Обратимся теперь к пгименению полученных нами уравнений равно- 
весия жидкой массы. р 

12. Зависимость между давлением атмосферы и высотой над ‘уровнем 
моря. Предположим, что рассматриваемая жидкая среда представляет 
собой атмосферу. Давление атмосферы ва уровне моря (при ==0) 
обозначим через ру, а на высоте 2-—через р. Соответствующие плот- 
ности иоздуха пусть будут р ир. В силу уравнения,  характеризую- 
щего газообразное состояние, будем иметь (уравнение Клапейрона) 


и 
р в | _ 


гле А газовая постоянная, а Г— абсолютная температура. Прелпо- 
ложим, что температура есть лииейная функция от высоты, т. е. что 


Т=То— №, 


где ^ — постоянный коэфициент. В таком случае 


В 
РР = 


Принимая еще во внимание, что проекции силы тяжести, отнесенной 
к единице массы, будут 


Х=0, У=О и =, 


мы сможем третье уравнение системы (2Г) написать в виде 


Я РЕ 
42  ЮЩм” 
Отсюда 
8 
Ш И —=-— 8. 9 . 
Ро КП а 
—= 
[о о 


Искомая зависимость между давлением ри высотой = имеет вид 
Ей 


р=ь(1—%) 


13. Свободная поверхность жидкости во вращающемся цилиндриче- 
ском сосуде. Применим уравнение (22) к исследованию формы, которую 
принимает свободная поверхность жндкости, заключеиной в цилиндри- 
ческий сосуд, вращающийся около своей геометрической оси, располо- 
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женной вертикально. Ось вращения мы примем за ось 07, которую 
направим вверх. Оси ОХ н ОТ предположим вращающимнся вместе 
с сосудом. Рассмотрим какой-нибудь жидкий элемент, координаты 
которого пусть будут х, у и 2, а масса 4т. Проекции силы веса 
элемента на координатные оси будут 0,0 и — ват. Еспи обозначим 
буквой г расстояние элемента от оси 02, то его центробежная сила 
будег «?ийт, а ее проекции на оси будут 


«хат и о?уйт. 


Здесь через « обозначена угловая скорость вращения сосуда. Эту 
скорость мы примем постоянной. Проекции объемных сил, отнесенных 
к единице массы, представятся так: 


Х==х, У==оу, И=— 


Тогда уравнение (22) примет вид 
@р = «р (хах-- уду) — Ераг, 


где р— плотность жндкости (плотность жидкости постоянна). Отсюда 


реа УР) — вр - совы, 


На свободной поверхности жидкости давление р равио атмосфер- 
ному и есть величина постоянная. Мы видим поэтому, что поверхность 
жилкости есгь параболоид вращеиия. 


$ 14. Особые интегралы диференциальных уравнений первого 
порядка. Если дано уравнение 


Е, у,у)=0, (28) 
общий интеграл которого есть 
Ф(х, УС) =0, (24) 
то особым решением (23) называется всякое выражение 
У=902, 


которое, удовчетворяя уравнению (23), ве может быть получено 
из общего интеграла (24) ни при каких частных значениях произволь- 
ной постоянной С. 

Особые решения, известные уже Лейбницу и Иоганну Бернулли, 
считались долгое время парадоксальными. Лаплас и в особенности 
Лагранж разъяснили их истинную природу. Они дали два способа 
нахождения особых решеннй диференциальных уравнений первого 
порядка. Первый способ — способ Лагранжа — требует знания общего 
интеграла. Второй способ — способ Лапласа— этого не требует. 
В дальнейшем мы рёссмолрим только первый из этих способов. 


Решая уравнение (23) относительно у’, а (24) относительно У, 
получим 


а У) (25) 


э=(, ©). 08) 
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ьа 
Так как выражение (26) есть общий интеграл уравнения (25), то после 
подстановки значения у из (26) в уравнение (25) будем иметь тождество 


О (27) 


Посмотрим, не может ли выражение (26) удовлетворить уравнению 
(25), если рассматривать С как функцию от х и если это возможно, 
то какова должна быть эта функция. Считая С зависящим от х, под- 
ставим у из (26) в (25); тогда я 


07 (х. С 
к, О--- 99. Че [и (а ©). 
Но из тождества (27) следует, что га Дог, С) == © [х, Са СУ а потому 
в 4—0, т. е. либо г 0, либо усе, С) =0- Первое из 


этих предположений приводит к тому, что С есть постоянное и, следо- 
вательшо, выражение у==/(»х, С) представляет собой общий интеграл. 
На основании же второго предположения заключаем: если выражение 
у=/(С, С) удовлетворяет уравнению (25) в предположении, что С 
есть функция от х, т. е. если оно представляет собой особое решсние, 
то С должно быть опреде ено из равенства 


в, 9—0. 


Таким образом особое решение мы можем получить, 
исключая параметр С из равенств 


г 
у=Л, С) и зе 
Мы предположили, что уравнение (24) решено относительно у. Если 


оно решено быть не можег, то, дифереяцируя его по переменной С, 
получим 


0Ф 
0Ф | оф а Яу С: 
ЕЕ И ву * ас ==0, откуда С | 
ду 
и условие го —=0 приводит к двум: 
0Ф оФ 
НЕ == О или а 


В этом случае особсе решение может быть получено исключзнием 
параметра С в каждой из двух систем: 


1) 9% у0=0 и 


2) Фу О=0 и 


Надо заметить, однако, что в числе полученных решений могут 
заключаться не только особые, но и частные решения, а иногда даже 
и такие выражения, которые данному диференциальному уравнению 
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вовсе не удовлетворяют. Поэтому необходима поверка полу- 
ченных выражений подстановкой; если окажется, что 
испытуемое выражение уравнению (23) не удовлетво- 
ряет, то его откидываем, если же удовлетворяет, то 
для решения вопроса о том, есть ли оно особое реше- 
ние илн частное, падо еще его подставить в уравнение 
Ф(х, у, С)==0, являющееся общим интегралом, и посмо- 
треть, удовлетворяется ли это уравнение постоянным 
значением С или нет. В первом случае имеем дело 
с частным, а во втором— с особым решением. 

В$ 5 намн указывалось, что геометрической интерпретацией особого 
решеиня является огибающая семейства интегральных кривых. Из изяо- 
женного выше видно, что способ получения особого интеграла 
с помощью общего решения таков же, как и способ получения урав- 
нения огибающей по даниому уравнению семейства огибаемых кривых. 
В последнем случае, так же как и при отыскании особого реше- 
ния, исключаем параметр С семейства из уравнений у=(х, С) и 


т 10, О==0. Отсюда следует, что особое решение геометрически 
представляется огибающей семейства интегральных кривых. 
Пример. Если предложеио найти особое решение уравиения 


21-1 ЧУ] _ ау. = 
>|! Г рр 
общий интеграл которого есть 


Ф.О и СУ аб, 


тде С постоянная нитегрирования, то составляем уравнение !) 


9Ф 

—==—2(у—С)—а=0 

дс 

9Ф 
и исключаем С из полученной системы двух уравневий. Из а = 0 находим 
@ 
С=х +5: Внося это значение С в выражение общего интеграла, получаем 
уравнение 
22 
У—ах— Эт 0, 


являющееся искомым особым интегралом данного уравнения. 

В этом примере общий интеграл геометрически изображается семейством 
огружностей переменного ралнуса, имеющих центры на оси х-ов, а особое 
решеиие дает огибающую этого семейства — параболу. 


14. Уравнение кривой, равноосвещенной источником света. Предпо- 
ложим, что цилиндрическая поверхность весьма малой высоты осве- 
щается источником света О (фиг. Т), расположенным в плоскости, 
перпендикулярной к образующим цилинлра. Обозначим Ё, степень 
освещения поверхносги, удаленной от источника на расстояние, равное 
—__ 


1 о 
) Второе возможное уравнение Зулу вообще не дает интеграла 
данного уравнения. 


э 35 


единице, при условии, что лучи света нормальны к поверхности. 
В лаком случае степень освещения элементарной площадки М будет 


р о В У 


где г—- расстояние пло- 
щадки от источника О, 
а < — угол между радиу- 
сом-векторсм ги каса- 
тельной Г в точке М 
к направляющей цилин- 
дра. Найдем форму этой 
Фиг. 7. направляющей для слу- 
чая, когда степень осве- 
щения всех точек поверхности цилиндра одна и та же и равна А, 
Поместим в точке О полюс полярной системы координат и обозначим 
буквой 0 угол между осью ОХ и радиусом-вектором г. Согласно 
условию имеем 


но известно, что 1) зто == . Следовательно, 


откула 


Интегрируя, находим 


р о: 
аш -==20--С или № ==-, 518 (20--С). 


срыЕЯЬ$ 


Г _^ Ве 2—0 
и’ — 5 зв 29 Е 0520 ›2—= г: $1120 г В ©0520 


Фиг. 8. 


а" 
1) Это следует из известиой формулы 42 ф=/: (%), где ф— угол между 
радиусом-вектором и касательной к кривой. 
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Интегральные кривые суть лемнискаты. На фиг. 8 показаны кривые, 
З® 


= 
соответствующие значениям С, равным 0, 5) т: о О 


интегралаэто диферен- 
циальное  уравневие 
имеет особое решение. 
Его мы получим, ис- 
ключая параметр С из 
2 
системы нэ 
О ==0и- с05 (20-|- 
а © = 0. Так как 
соз (28 С ==0, то 
з (90 -- С-Е и, сле- 
- 2 Го 
довательно, ==. 
Последнее равенство 
представляет особое 
решение и геометри- 
чески выражается 
окружностью радиуса 
В 
=. 
ность огибает семей- 
ство лемнискат, пред- Фиг. 9. 
ставляемых общим 
интегралом (фиг. 9). 


Эта окружк- 


ГЛАВА Ц. 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО И ВЫСШИХ 
ПОРЯДКОВ. 
$ 15. Диференциальные уравнения вида у@) =/(х). Переписав 


уравнение у@®) = /(х (#—1] — р 
М У 1) в виде @[уе-0] =У(ах и интегрируя его, 


уе-ю = Губдах-с, =, 69-Е С, 
Таким же образом будем иметь и далее: 
уе-® = Г о, ах-- Ох =о Ф-сх-Ь С, 
1-8) — С хе 
50-9 [дах Ч Сук Сы, д) 99 - СЕ Сь 


Ся 


ии Рая = --- Нбьая-Е бь 


в, (х) == [ледах, а сд = [в бдах, ... 
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Послелнее выражение для у представляет собой общий интеграл 
уравнения у@ —У(х). 

15. Диферегциальное уревнение упругой линии. К числу уравнений 
рассмотренного вила относится известное в сопротивлении материалов 
приближениое уравнение упругой линии (эластической 
кривой). 

Если брус изгибается внениими силами и мы обозначим через Е — 
модуль Юнга материала, из которого он сделан, через /— момент 
инерции поперечного сечения бруса относительно его нейтральной оси, 
через р — радиус кривизны изогнутой оси бруса (упругойлинии) в точке, 
через которую проходиг взятоз сечение, и через ЛИ — изгибающий 
момент внешних сия, расположенных справа (или слева) от взятого 
сечения, то, как известно, 

ЕГ 


в) 


ИТ 


ау 

ЗИ? р 
буквой х обозначено расстояние сечевия от начала координат, мы 
получаем диференциальное уравнение упругой линии 


кри 
о. 
(9х6 
Еще Яков Бернулли занимался этой кривой и ему она обязана своим 
названием. 

В тех случаях, когда прогиб бруса незначнтелен, тангенс угла 
наклона касательной к упругой линии с осью х-ов (т. е. у’) весьма 
мал и его квадратом по сравнению с едииицей можно прегебречь; мы 
можем написать приближенное, 
но вполне пригодное для прак- 
тических целей, уравнение 

Ву" = (0), 
представляющее частный слу- 
чай рассмотренного в начале 
параграфа вида уравнений. 

Решим следующую задачу. 
Брус длиной [, одним концом 
заделанный в стену, изгибается: 
силой Р, приложенной к дру- 

Фиг. 17, - Тому ковцу А (фиг. 10), и 

равномерно — распределенной 

иагрузкой интенсивности 49 кг]м. Найдем уравкение его изогнутой 
оси и прогиб. 

Изгибающий момент в некотором сечении 5: от силы Р равен Рх, 


Принимая во вннмание, что р= и полагая /М==1(х), где 


от сплошной нагрузки равен а. Общий изгибающий момент 
М== Рх + 1. 
Вследствие этога диференциальное уравнение упругой линин будет 
Е" = — Рх— д, 
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тде момент взят со знаком мииус потому, что как сила Р, так и 
нагрузка @х делает в сечении $ изгиб, обращенный выпуклостью 
вверх. Двукратное интегрнровакие дает 


М - 43 
тб ГС и [у Г од + СЕ Са 


Произвольные постоянные Си С, определятся из условия, что в заде- 
ланном конце, т. е. при х==А и ордината у н производная у’ равны 
нулю (так как в точке В касательная к упругой лилии совпадает 
с осью ОХ); это дает два уравиения: 


РЕ 93 № рР® 9% 
о 5-Е и 0=— 2 С14-С, 
из которых ра 2 
ВЕ @ ИР ай 
с в а. 


Уравнение изогнутой оси теперь будет 


рхз а“ РЁ 93 РЗ дв 
У 6 р =. 5 5) та > 


Если в нем положнм х==0, то получим прогиб в точке Д: 


2 ай 
ЕЕ 


$ 16. Гиперболические функции. В приложениях показательные 

функции часто встречаются в комбинациях 
ех е-= ы 2% —е-® 
ей 2 а 

Вследствие этого эти комбинации получили особые названия. Первую 
называют гипер болическим косин усом, обозначая его через 
сн х (созНурх), а вторую —гиперболическим синусом, обозна- 
чая его через $Н х(51т Вур х). Таким образом имеем 
ее е®—е-® 


5 = 


снх и 5х 


Эти обозначения и названия введены по аналогии с известными фор- 

мулами Эйлера для тригонометрических функций 

её -|- ей р. 

—- и чих = ы 
2 2 


ее 


с05 Хх 


Исходя из равенств, определиющих знх и сНх, можно развить 
теорию гиперболических функций. Формулы ее весьма схожи с форму- 
лами обыкновенпой трнгонометрии. Нетрудно проверить, что 


св (—-х)=<х, зп (—-х)=— 524 (1 -=005х, зиме ышх; 
СП? м — $12 х== 1. 

Рассматривают также гиперболические тангенс и котангенс, определяя 

их с помощью равенств 


5х снх 
вх — ЕЙ СХ = Ве * 


39 


Графики функций $8 х, спх, Шхи сШх представлены на фиг. 11 
Теорема сложения для гиперболических функций имеет вид 


сн («-Еу) = @х-спу-Езнх. зв у, 
$8 (ху) = х. сву-|- зву. с х. 


узс@х 


Фиг. 1. 
Нетрудно видеть, что 
ЗН 2х = 251 х-сНх,  сп2х =? х-|- 5х; 


а а а 1 
дхзИх= Вл, ах В х=зИх, де = цех 
и 
а 1 
Е Ее 


В приложениях приходится рассматривать и обратные гиперболиче- 
ские функции. Если положим сВх=и и зНх—9, то х== АВ и== 
= АгзН а 1). Из этих двух функций первая двузначна, а вторая одно- 


ее е-= ех—е-® 
значна. Решая уравнения Зато = —и и ОИ —9 относительно ет, 
находим 
ети У 1 и оу 1, 
откуда 


х==Ш (и У й—1) и х=шоуу. 
Следовательно, 
Аг и == т (и У 2—1} и Ако ш(о-Е Уе- у. 
1) Знак Аг происходит от слова „агеа“ — площадь. 


4 


Впервой из этих двух формул допустимы перед корием оба знака. Во вто- 
рой — только один, ибо при отрицательном знаке логарифм перестает 
быть вещественным. 
16. Уравнечие цепной линии. Если из четырех величин 
. С 

хуи 
в состав диференциального уравиения второго порядка входят только 
две, то оио может иметь один из следующих видов: 


Ло У) =0, У, У) =0 и (у, у)=0. 


Мы сейчас рассмотрим диференциальное уравнение цепной линии, 
представляющее частный случай последнего вида. Задачу о ценной 
линии можно формулировать 
так. 

Тяжелая гибкая нить постояи- 
ного поперечиого сечения при- 
кренлеиа в точках Аи В. Опре- 
делить кривую провисамия нити 
(фиг. 12). Обозначим: натяжение 
вити в нижней ее точке С бук- 
вой Н, а в какой-либо точке 
И буквой Г; вес елипицы длииы 
нити — через 4. Ось ОТ на- 
правим вверх по вертикали, про- 
ходящей через С; начало О вы- 


Н 
берем иа расстоянии ——а ниже 


: д 


Фиг. 12. 


точки С. При таком выборе осей координат уравиения равновесия 
части СМ==$ иити будут иметь вид 


— Н-|- Тсо5а==0, Т эта == 45, 
Леа 1, Хх. 
Из этих уравнений имеем ва-=у’ = 9. Диференцируя это равен- 
ство, получим 


т ЕЕ. 
т 


здесь принято во внимание, что 
‚_\ И 
Е я 
"угря. 


‚ 
Переписав полученное уравнение в виде - в 9. дх = 


Ут НН а 


и затем интегрируя его, найдем 


шут") = с 


ИЛИ 


ууу ся. 
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Но у’=0 при х==0. Это значит, что С== Ь т.е. УНУТУ? 
ка Е Еа ЕН 
=е“. Далее находим 2у’==е@ —е @, а отсюда у=- (е= |. 
Ез 


е 9) С.. Но так как а при х=0, то С =0и 
1 у 1 


уж Ч -е @) ох. (а) 


Это и есть уравнение кривой провисания нити (цепной линии). 
Если прогиб нити незначителен, то можно принять приближенно, 
что длина СМ==$=х. В таком случае 


ах 2 
Ее в 
т. е, получаем параболу. 


Еще Галилей принимал кривую провисаиия нити за параболу. 
И только Гюйгенсу удалось распознать ее истинную форму, 


В состав уравнения (2) входит коэфициент а. Коэфициент 


эгот неизвестен ввиду того, что величина НЫ неизвестна. Рассмотрчм 
способ его определения для случая, когда известны: плина НИТИ 
$1 --5а==23, длииа пролета 7, -|-Г,==2/, разность ординат #.— 1, == 
АЙ" 


$ Н 
Из соотношения во имеем ее ГЕ. о в Бе 2 


22 ся 


Та г 2% НЫ ь 
== (е“—е 9) или = 51 =: Ввиду этого 
Па И 
$ а. и 5 а, 
и 
м 2 
25-31 1-56 2). (5) 
Из уравиения цепной линии (а) имеем: 
Ё Р 
Й, =@ св д, №=асй > 
и 


28 =а(св са 2). © 


Возводя равенства (5) и (с) в квадрат и затем вычитая, иаходим 


2(<2—#?) ве [с С ЕЕ 1]. 
Если примем во вниманне, что 
спи + спо -|- пи - зно=асй (и-- 9) и спи 1-22, 


то будем иметь ь р 
т. Е 
я г: 2 |2 
2( #2) ==а (св а 1) 29? $1 = 
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откуда 


Эго ‘трансцендентное относительно а уравнеиие может быть решено 
и помощи таблин гиперболических функций. Его можно также решить 
афически, найдя точку пересечеиня, отличную от начала координат, 


кривой у=зих 


и прямой 
ЕЕ 
Е. 
№ т 
Абсиисса точки пересечения даст величину = 
Если, например, 25 = 120 м, 21 =80 м, 21 ==10 м, то 


У 2—1 _ У3600—55 
78 40 


У 


= 


а Е зНх 
т. зн == 1,49, или = 1,49, 


где ть 


Пользуясь таблинами гиперболических фупкций, подбираем такой аргумент 
х и такой зВ х, отношение которых было бы равно 1,19. Находим, что если 


О Ато ЗВ х 2,40] и р =1,49. Таким образом х= == 1,61, 


в= га= 24,2. Если примем 9 = 10 г, 10 Н= ад = 242 кг. 


17. Уравнение зисящей гибкой нити равного сопротивления. Отыски- 
вая уравнеиие цепиой линии, мы предполагали, что попегечные размеры 
нити (провода) повсюду одни и те же. Допустим теперь, что площаль 
поперечного сечения нити в разных ее местах изменяется пропорцио- 
нально назяжению. В этом случае, очевидно, напряжения в различных 
сечениях иити по величине будут одинаковы и она называется нитью 
равного сопротивления. 

Обозначим буквой р плотность, а через Р —- переменную площадь 


поперечного сечения нити. Тогда уравнения равновесия представятся 
в виде 


8 
—Н- Тсоза=0 и Тате— [|248 =0, 
с 


гле Н, Тиа имеют те же значения, что и раньше. Теперь будем 
имегь 


8 
Ну’ Гееа, причем у’- ва. 
И, далее, ь 
Ну"ах == Раз. 
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Одинаковое для всех сечений напряжение обозначим буквой Ю. 
Мы получим 
Н=АЮ и Т==РК, 


где Ро обозначает площадь того поперечного сечения, центр тяжести 
которого по сравнению с центрами тяжести прочих сечеиий занимает 
самое низкое положение. В этой точке поместим начало координат. 
Теперь мы сможем ианисать граничиые условия: при х==0 имеем 
И-=ОЖи ==’ == 0. 


Н р 
Далее получим Т==РА == соза == ях ; СЯедовательно, 
Наз т о 
ЯВ Е 9 == Е : 
Но так как 45 == Ут-руЗах, то 
д 
ИУ (28) 
где «=. Таким образом задача опять приводится к уравнению 
вида 
ЛУ, у) ==. 
а ах 
Переписав (28) в форме точ, найдем 


ое 
агс{е у’ = = С. 
Но в силу второго из граничных условий С -=0, Значит 
о СВ 
ть 
Отсюда 
Не: 1 и 
у=— в с03-,, 


ибо новая произвольная постояиная тоже равиа нулю иа основании 
первого граничного условия. Уравнение цепной линии равного сопро- 
тивления можно записать 
в виде 


28 с0$ — =1, (29) 


Оно найдено Кориолисом 
и опубликопано им в пер- 
вом томе журнала Лиувилля 
(„Зошпа! @е табтайдиез 
рштез её аррИчивез“). 

Кривая, изображающая 
уравнение (29), состоит из 
бесчисленного множества, равных ветвей, расположенных в интер- 
валах 


Фиг. 13. 


- [&+—07 : (и --10 |; 
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ветви отделены друг от друга интервалами 


[+057 (ит, 


эти 


где п — Целое число. ны 
Одина из ветвей, заключенная в интервале (- о, =), оне 


влена на фиг. 18. Прямые 


та та 
и ВИ 


служат для нее асимптотами, 
5 17. Линейные диференциальные уравнения высших порядков. 


Уравнение вида 
у --Руе-®-Е Ру... РУ --Рау= — (80) 


коэфиниенты Р;, Рь»...› Ри_1» Рь и @ которого суть функции только 
от аргумента х, иазывается неоднородным линейным дифе- 
ренниальным уравнеиием я-го порядка. 

Уравнение 


2) | Рив -- Рё ®-9 --... В, _,2’ Е Р2=0, (21) 


коэфиниенты Р; которого те же, что и (30), а @=0, называется 
одиородным уравнением я-го порядка, соответствующим 
уравнению (30). 

Уравнеиия (30) и (81) представляют частные случаи уравнения 
вида 


ОУ, У: ., 0) =0, (32) 


когда функция „у и ее производиые настолько малы, что высшими их 
степенями по сравиеиию с первой можно пренебречь. В этом случае 
уравнение (32) переходит в (80) или (31). Интегрироваиие уравнений 
(30) и (31) основано на нескольких положениях, которые мы при- 
Вводим. 

1. Если известно какое-либо частное решение уд 
уравнения (30), то нахождение его общего интеграла 
сводится к нахождению общего интеграла уравие- 
ния (31). 


Действительно, полагая в (30) у-=2-- уж, где 2 есть новая неиз- 
вестная функция, находим 


о 2.9... РУО. 
Но так как по условию УЕ руе-о р ... НР,» ==©, то имеем 
=) -|- Р.28-1.|-...Р,2=0. 
Таким образом нахождение функции у свелось к нахождению функ- 
ции 2 из уравнения (31). 


2. Если 2, г 


.-.› 2 Суть частные ешения авие- 
ния (31), то и - — 


О (33) 
45 


где С, С,..., С, произвольиые постоянные, будет 
его решеннем. 
По условию имеем тожчества: 


ЕТ АЕ, № 2} 
В о ЧЕ Ру =ы а =0, 
ре... Ра, ==0. 
Заменим в уравнении (31) = его выражением (33). Получим 


(а) 65-0 (®) (а—1) 
Се ЕР” о... Е Ра)... С, 2 
-{..- -Е 2,2) =0 
тождественно. А это и значит, что (88) есть решение (31). 
8. Функции 2, 2,,..., 2, иазовем линейно-независи- 


мыми в том случае, когда между ними не существует 
линейной зависимости вида 


аа, а -- ... Рад 0, 
где а, 4»... а, суть какиелибо постояниые коэфи- 


циенты, ие равные одиовременно иулю- 
Если известио ип линейно-независимых решений 


} 39 
| 
} 


21 2---, 2 
уравнения (31), то его общий интеграл есть 
2— С,21 -Н Сы ее че Си» 
где С;, С»..., С,—- произвольные постоянные, 
Рассматриваемое выражение 2, будучи согласно предыдущему реше- 
нием уравнения (31), является в то же время его общим интегралом, 
так как содержит п произвольных постоянных 1). 


$ 18. Однородные линейные диференциальные уравнения с по- 
стояиными коэфициентами. Рассмотрим уравнение 


2 --дее-о- дее-о |... Аи Аг = (35) 
< постоянными коэфициентами, и будем искать его частные решения 
в виде 

==”, 
где г— не зависящий от х параметр. Образуя производные 
2’ == ето, 2’ тт, ..,, (в) тега 
и подставляя их значения и значение = в уравнение (35), мы после 
сокращеикя на е”? получим алгебраическое уравнение 


ре ые Аут == Арт? НЕ с Е Авт-Е А и. (36) 
называемое характеристическим. Могут быть три случая. 


1) Строгое доказательство этого предложения см. иапример, Гурса, 
Курс математического анализа, т. И, ч. П. 
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1. Корни характеристического уравнеиия вещест- 
вениы и различны. Если эти корни суть числа и, /»,..., 7» тэ мы 


имесм п частных решений: 2”, е"*',..., е’”, и общий интеграл будет 
972 ия Ре 
= Се“ Се... Се". (87) 


2. Среди вещественных корией уравнения (36) есть 
равные между собой, Если, например, г. ==и.=...==к), то 
выражение (37) прииимает вид 


2 == Ле" -|- Сале’ Саб"... Се’, 


те А==С:-|- С... - Сь. Это выражение содержит не п, а только 
п—-|-1 произвольных постоямных, а потому перестает быть общим 
интеграяэм. Исследуя этот случай, положим для краткости 


2) -- А2@-0--... РА,’ Аг = Е). (38) 
Р ("= ("-- Ат... Аи Анд еее 1 
ИЛИ 


Р(е?) ==2”=Ф(!), где ФФ = т Ат--р...-- Аи Аг. 
Диференцируя по параметру ”, мы получим: 
Рети | 


Тогда 


д; 


пра еее [9 (0) 25%” в 


(39) 


Составим теперь А-ую произволную от (38) по переменной г; будем 
иметь 
28 (2) ое | бАе-Ю] | гл д 
д ди 1 ди не 


Если в правой части этого равенства изменить порядок диферен- 
цирэвания, то оно принимает вид 


9АР (2) д" /0кг 0-Т "02 02 
би дх® а) - А, Охт—1 (=) -..: РА» 
т. 
9Р (2) _ „ГО 
див ^ р 5 ы 
и поэтому 
ЭЕР (ег я 
м =— Рб Же’) в 


Если теперь значку А давать последовательно значения 1, 9, А 
ТО равеиства (39) можно переписать так: 


ето) — ее ФФ 6], 
ето) ети (0) 2х (р --Ф" [2% 


ве | 
Ротетт) = ег [х®Ф (р) вх" (р... © (1). ] 
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Если же число г есть корень характеристического уравнения крат- 
ности А--1, то 


Ф()=0, $’(0)=0, 9()=:0, ... и Ф® (00. 
Вследствие этого правые части равеиств (40) обращаются в нули 
откуда следует, что 

В (хе’®) =0, Рег) 0, ...., Ре) —0. 
А это значит, что кроме решения е”? существуют еще решения хе”, 
х2е7т,... и хит. Вследствие этого общий интеграл напишется так: 
2 у Рю 
(НСС... оц” -- 
7 о 22 
бы... с. 

3. Среди корией характернстического уравнения 
встречаются комплексные. Еслн коэфициенты А., А„,..., А„— 
вещественны (что мы предполагаем) и кореньг, = -!- {, то, как известио, 
существует корень г, =-—3. Эхим двум корням соответствуют част- 


ные интегралы 2014? и е(-)т, которые, применив формулу Эйлера, 
можно представить в виде 


В 


ег (соз Вх Е т Вх) и ет (05 Вх — 2 эт Вх). 
Общий интеграл тогда будет 
&== (С, + С.) = созВх -|- (Си — СД = за Вх-- Се" |... Се" 
или *“ 
2 == Г,“ с0$ Вх | Гье“® эш Вх-- Се... Се’, 
где С.---С=Г, и Сй— СЯ =ТГ,, 

Если среди корией характеристического уравнения есть дпукрат- 
ный комплексный корень г) ==г, ==а-|-В, то будет также и двукрат- 
ИЫЙй Щ==7. ==а— 87. В этом случае общий интеграл 
2 = [(С, -Ё Сьх) соз Вх -|- (С.Е Сух) эт Вх] 2 -|- Се... Се. 

Нетрудно найти также форму общего интеграла в случае существования 
комплексных корней, кратность которых превышает два. 


Пример. =”” — 32” --- 6" — 1227 | 82 0. 
Характеристическое урависиие 1“ — 3/3 -[ 6/2 —12.--8=0 дает корни: 
м =1, = 2, 3 = и = — 21. Общий иитегран 


2 = Сей -|- Съех -- Сце -|- Слет. 
= 00$ 2х == } Чи 2х, то общий интеграл 
2 = Сет -|- Сие? -|- Гзс0$ 2х -- Гу зах, 
где Гз = 03 -Н Сь а Г. = Си — Си. 
18. Уравнение гармонического колебательного движения. Предполо- 
жим, что точка массы т двигается прямолинейио под действием силы Р. 


Но так как 2? 


ах 
Так как сила равна произведению массы т на ускорение = (* — рас- 


стояние точки от вачала координат, {-_время), то имеем диферен- 
циальное уравнение 
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прямолинейного движения точки. Среди различных возможных случаев 
прямолинейного движения точки надлежит выделить как особо важный 
случай так называемое гармоннческое колебательное дви- 
жение. Такое движение совершает точка, притягиваемая к неподвиж- 
ному центру сипой, пропорциональной расстоянию до него. 

Примем прямую, по которой движется точка, за ось ОХ (фиг. 14). 
Притягивающая сила Р = — А щх, где х—- расстояние точки от непо- 
движного центра О, а ^?-— коэфициеит, численно равный величине 
силы притяжения единицы массы, отстоящей от центра на единицу 
расстояния. Подставив это в написанное выше уравнение, мы получим 


диференциальное ура- 


виение движения в и.’ т 


виде р ее 
СЯ Атх. 
Фиг. 14. 


Общий его интеграл 
Х== С, со$ АЁ-[- С, т АЕ (41) 


Произвольные постоянные могут быть определены, если заданы 
начальные условия. Пусть в момент Ё==0 положение точки М опре- 


ах 
делялось абсциссой х-==а, а начальная скорость была др ==. Внося 


эти выражения х и — в уравнение (41) и в уравнение = 


== СА эт АЕ С со5Ь, полученное из (41) диференнированием, 


мы найдем С, =аи б=-. Тогда 


Х=ас0$ дЁ-- т АЕ. 
Интеграл этот представляют иногда в другой форме, полагая 
а=Азть и + ==Асозр. 
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В таком случае 
х=АЮ9чп(-- 70), (42) 


РЕ: 
8 га 
причем Ю Из | = и р“ 5 


а 


Величина А называется амплитудой, в — начальной фазой 
и А— частотой колебания. 


2= 
Заменяя в уравнении (42) # на #---;› мы видим, что абсинсса х 
принимает прежнее значение. Отсюда заключаем: рассматриваемое двн- 
2" 
жение есть периодическое и его период равен -,. Зависимость между 


абсциссой х и временем # можно изобразить графически. Откладывая 
значения переменной # на оси абсцисс, а значения х--на оси орди- 
нат, получим синусоиду (фиг. 15). 

19. Дифференциальное уравнение колебания гири, подвеценной к вер- 
тивальному стержню. Предположим, что к вертикальному стержню 
длиной Г подвешена гиря весом © (фиг. 16). Под влиянием веса гири 
стержень удлииится. Его „стати- 
ческое“ удлинение 


7—8 
те 

где В-— модуль Юнга материала 
стержня, аР — площадь его поне- 
речного сечения. 

Дадим стержню некоторое 
дополнительное удлинение А. Для 
этого к нему придется приложить 
дополнительную силу, равную 


ЕР» 
т - 


Прекратив мгновенно действие 
этой силы, предоставим гирю са- 
Фиг. 16. мой себе. Гиря начнет колебаться 

в вертикальном направлении. 

Чтобы написать диференциальное уравиение движения гири, рассмотрим 
те силы, которые приложены к ней в тот момент, когда центр ее зяжести 
находится на некотором расстоянии у от своего начального положе- 
ния О. Эти силы таковы: 1) вес тири © (действует сверху вниз}; 
2) сила упругости стержня, стремящаяся уничтожить статическое удли- 
нение [; эта сила равна © и действует снизу вверх; 3) сила упругости 


БЕу 
стержня, стремящаяся уничтожить удлинение у; эта сила равна = и 


действует также снизу вверх. 
Направим ось ОУ вертикально вниз. Диференциальное уравнение 


движения гирн будет 
© 4 22) 
5 ав => (® эе- 
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или у у 
Ча-Н у =0, 


ЕВ (При этом мы не принимаем во внимание веса самого 


тде А? = ОГ, 


стержия.) 
Мы видим теперь, что гиря будет совершать около точки гармони- 
ОГ 
т 
ческое колебательное движение 18. Период колебаний Г=9к ЕЕЕ’ 


с? 


= (потому что а==А и а«-==0); чнсло 


а амплитуда В == 
колебаний в минуту 


29. Диференциальное уравнение колебаний груза, подвешенного 
к горизонтальному стержню. Предположим, что к середине стержня 
(фиг. 17), лежащего на двух г. 
опорах, подвешен груз @. А . 
Этот груз вызовет „стати- 
ческий“ прогиб 


где /—— длина стержня, /— 
момент инерции попереч- 
ного сечения относительно 
его нейтральной оси, а Ё— фиг. 17. 
модуль Юнга стержня, 

Далим стержню дополиительный прогиб ®. Для этого придется 


48 Е 
к его середине приложить дополнительную силу Е. . Мгновенно от- 


няв эту силу, предоставим стержень самому себе (не сообщая ему 
начальной скорости); стержень начнет колебаться. Рассмотрим силы, 
приложенные к середике стержня в тот момент, когла она находится 
на расстоянии у от своего начального положения О. Эти силы 
таковы: 

Т) груз @, действующий сверху вниз; 2) сила упругости стержня, 
стремящаяся уничтожить статический прогиб /; она равна О и напра- 
влена снизу вверх; 8) сила упругости стержня, стремящаяся уничтожить 


прогиб у. Эта сила равна т и направлена снизу вверх. Направляя 
ось ОУ сверху вниз, имеем диференциальное уравнение колебания 
> О у 48Е/у 

Ре АР. 


Ре 
= Ну ==0, 


Середина стержня совершает около точки О гармонические коле- 


бания с периодом 
т-ту Е 
= ЗЕ 


и амплитудой Ю==Ф. Число колебаний в минуту 


— 60 __ 120 УЗЫ 
Е | ЧурЬ 


21. Диференциальное уравнение вращения твердого тела вокруг не- 
подвижной оси. Колебания скрученного вала. Пусть точка М (%, у) 
массы т движется в плоскости ХОУ пол действием силы Р. Обозначив 
проекции силы на координатные оси буквами ХиУу будем иметь 
два диференциальных уравнения движения точки: 

@2х 
три и т У, 
Воспользуемся ими для составления диференциального уравнения вра- 
щения тела вокруг неподвижной оси. Помножив обе части первого 
уравнения на у, а второго на х, вычтем нз второго результата первый, 
Мы получим 


у 4х \ _ Яо 0 _ 
о: или ти (х с У) = ух, 


Вводя полярные координаты, будем имезь Х=рс0$0 н у-=рзш 6, 
тде р—_ радиус-вектор точки М, а 6 — угол, образуемый им с осью ОХ, 


4у ах 20 
Будем иметь х У щЕ= (р? тт 
83 
Следовательно, т г (> че) ==У— ух. Предположим теперь, что 


движение есть вращение точки вокруг оси, проходящей Через начало 
координат. В таком случае радиус-вектор р — постоянен. Полученное 
уравнение перепишется так: 

м > 


—\ ти худ, 


Е В случае вращення твер- 
дого тела вокруг оси не- 
трудно теперь получить ди- 
ференциальное уравнение 

48 
Фиг. 18. Про М, 
где /— момент инерции тела относительио оси вращения, а Мр— вра- 
щающий момент. 

В виде прнложения рассмотрим уравненне колебаний скрученного 
вала. Представим себе круглый вал, одним концом заделанный непо- 
движно (фиг. 18). Закрутим другой конец его на угол 0. Для этого 
придется приложить к этому концу закручивающий момент М, причем 


МЕ 
сл: где РЁ — длина вала, С — модуль слвига, 1, — полярный мо- 
мент ннерции сечення вала, 
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Вслед аатем крутящий момент отнимем. Вал начнет колебаться. 
Циференциальное уравнение его колебаний будет 


СЕ, 420 
2. 2 
1 т 6 или т -- 220 =0, 


СЕ 
где А ==-у”. Полученное уравнение есть уравнение гармонического 


колебательного движения 18. Вал будет колебаться, и период коле- 


баний Ави 
я И. 
Т=2® Иа. 


В тех случаях, когда период собствениых колебаний вала близок 
к периоду создаваемых в нем колебаний, могут возникнуть, вследствие 
резонанса (см. стр. 68), напряжения, опасные для целости вала. 

22. Диференциальное уравнение движения винта в неподвижной 
гайке. Предположим, что винт подвергается действию сил Р,, Р,, 
р, ..., Р», и реакции гайки. Пренебрегая силами трения по сравне- 
нию с действием внешних сил, будем полагать, что реакции гайки 
нормальны к поверхности винта. 

Пусть 7, 6 нг обозначают цилиндрические координаты какой-нибудь 
точки @ вннтовой линии, В таком случае, принимая ось винта за ось ОХ, 


для этой точки имеем 
д Е 
Х==7 с0$0, узгзт0 и ад 0. 


Здесь го есть значение 2 при 0 =0, й-—высота хода виита (шаг). 
Составим диференциальное уравнение движения винта в гайке, ко- 
торую будем считать неподвижной. Если ® есть угловая скорость вра- 
щения винта, то проекции на коордннатные оси скорости точки © 
будут: 
4х ву Я по 


ЧЕ КЕ АН Ея 


тде {— время. Вследствие этого квадрат скорости точки © 
12 72 
2 2 —02 
ноя (х У-Ея) = (= т 
Можно доказать, что живая сила винта равна 
Моя Го 12 
2 ( яе г) 


где /М— масса винта, а р— его радиус инерции относительно оси вра- 
щения. Принимая во внимание, что работа сил реакций равна нулю, 
мы видим, что дифереициальное уравнение изменения живой силы будет 
иметь вид 


Моя вю \ 
а [7 а =)] = У (хах-Руду-- 242, 
причем правая часть представляет сумму элементарных работ внешиих 


сил. Воспользовавшись вышеприведенными выражениямн проекций ско- 
рости точки ©, можно полученному уравнению придать вид 


ме) = У уу Ул. 
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Это есть диференциальное уравнение двнжения винта в неподвнж- 
ной гайке; силами трения мы пренебрегли. 

Интересно отметить тот случай, когда вращение винта будет равно- 
мерным. Случай этот будет иметь место тогда, когда сумма моментов 
внешних сил относительно оси вращения и сумма проекций этих сил 
иа ту же ось связаны соотношеннем 


Мох 
д ох чет 28 >, 2, 
тогда 
® ==50105% 


23. Уравнение затухающих колебаний. Рассмотрим случай движения 
точки под действнем силы, притягивающей точку к неподвижному 
центру при наличии сопротивления среды, пропорционального скоро- 
сти точкн. Если коэфициент пропорциональности обозначим ЭАт @#>0), 
то диференциильное уравнение движения точки можно будет написать 
в виде 


2 
ее. Атх —эвт 9. 


т а ВЕ 


ИЛИ 
2х ах 2 
в -Н2 + --Ах==0. 
Это линейное однородное диференциальное уравнение второго порядка 
С постоянными коэфициентами, Характеристическое уравнение его 
Па -—0 
дает корни 
п —В--УР- и фр -уУ— 


Прежде всего рассмотрим наиболее важный случай, когда корни 
характеристического уравнения комплексны, т. е. когда 
®?— 2 <0. Полагая — #2? ==и?, будем иметь = — Я-Нор л, = 
——й — 4, и общий интеграл х==е-й (С; сова! -- С, 5 &/). Произ- 
вольные постоянные С; и С. определятся нз условия, что в момент 
{=0 начальное положение точки определялось абсциссой х— а, 


а начальная скорость 9 ==4. 
В силу первого условия С, = а. Образуя производную 
ах м А 
ВЕН е-М (— С1й с0$ о — С.Й п в! — Созш 1 -|- Сью с05 64) 


и подчиняя ее второму условию, получим С, = 


. Таким образом 


а--ай 
® 


Же (в соз «Ё-|- зай эт «). 


Правую часть этого равенства можно представить в иной форме, полагая 


а==реть; и роз. 
Тогда 
х==ре-м зщ (и -- ©б), (43) 
причем р== г У -- аа и вр Е ь 
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Из равеиства (43) следует, что движение ныеет колебательный ха- 
п колебаний ТГ 28 ра Сравнивая его с пе 
ерио. =. — 
рактер. риод т У у оринйт 
8 = ё 
риодом ее свободных колебаний, мы видим, что Г > То. Скорость 
обращается в нуль периодически в моменты времени, отделенные про- 
п 
межутками, равными -„, в чем можно убедиться, образуя от (43) про- 


изводную и приравннвая эту производную, т. е. скорость, нулю. Для 
упрощения выкладок условимся время отсчитывать ет одного из таких 


ах 
моментов. В таком случае будем иметь ж==@ и —а==0 при 
;—0, Придавая времени # значения 

т 2т З= 

&=0, 5-., В=-,, =»... 

найдем из (43) соответствующие значенив абсциссы х 

[3 _ ь ПЕ 

д=а, ж=Ь— 5 ©, жеж “, = же %,... 


Отсюда видно, что абсолютные значення абсцисс, т.е. последователь- 
ные отклонения колеблющейся точки от неподвижного центра, образуют 


Га 


5 


Фиг. 19. 


бесконечно убывающую геометрическую прогрессию со знаменателем, 
ры 


равным е ®. Это есть случай так иазываемых затухающих колебаний. 


Закон изменения х в зависимости от времени представлен графическн 
на фиг. 19. 


Рассмотрим случай, когда 1—2? > 0. Корни г, и 7» харак- 
теристического уравнения будут вещественны и оба отрицательны: 


х == Сие" -|- Се". 
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Пронзвольные постоянные С; и С> определяются на основании началь- 
4х 

ных условий (= = а ПИ #—0). Значения постоянных, 

получаемые из этих условий, таковы: 


а — ве: 
С, = Ва @ 
и— 1 


ап — а 
п 


АЯ 
Представив абсциссу х и скорость -0; в виде 


ы С 
х== Сен [ 2 6-5 :] 


СЕ № е ц @-® 7—7 #] 
Е Сет [ На ео], 


С. 
мы видим, что если а 0, то ни абсцисса х, ни скорость 5 ни разу 
1 


не обращаются в нуль. Это значит, что точка приближается асимлто- 
тически к притягивающему центру, находясь все время с одной от него 


С, 
стороны. Если < 0, то как х, так но могут обратиться в нуль по 
2 


одному разу. 
Рассмотрим последний сл учай, когда 12 — 12-0. 
Характеристическое уравнение имеет двукратный отрицательный 
корень 7, =, =—й; общий интеграл будет 
Ве х==(С,-|- Сбе-м. 
Произвольные постоянные определяются из тех же условий: 
С1=а и Сарай. 


В этом случае, так же каки в предыдущем, по истечении доста- 
точно продолжительного временн точка будет сколь угодно близка от 
притягивающего центра. 

Колебательный разряд конденсатора, колебания магнитной стрелки 
гапьзанометра, колебания некоторых регуляторов паровых машин могут 
служить примерами затухающих колебаний. Движения, соответствую- 
щие случаям 12 — 10 и #? — 2—0, имеют место при болыном 
сопротивлении „среды (иапример, движение магнитной стрелки при силь- 
ном успокоителе). 

24. Уравнение колебательного разряда конденсатора. Представим 
себе, что конденсатор емкости С заряжен до потенциала У. Его заряд 
будет равен СУ. Сила тока в цепи, куда включен конденсатор, пусть 
будет /. Если в течение времени 4 потеициал конденсатора понизился 
на ДУ, то имеем уравнение 

14 —= — Сау. 


При наличии во внешней цепи самоиндукции Ё будем иметь для нее 
97 
ый а 


где К — сопротивление внешней цепи. Диференцируя последнее урав- 
1 
нение по времени # и заменяя затем производную С через — =, по- 
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пучим диференниальное уравнение колебательного разряда конденса- 
тора 

“вх 
ав Г О М 
Его называют уравнением Вильяма Томсона. Если введем обозначения 


и 1 
м = а ПЭ 
то найдем, что 


РГ ат 
ат, -- 1-0. 


= 


Пе 


==, 7 


АА 
Это уравненне затухающих колебаний. Вы- 


воды, сделанные выше, могут быть приме- Фиг. 20. 
нены и здесь. 
8 1 
Если #?_>> 22, т. е. “ Е с то колебаний нет; сила тока быстро 
растет от нуля, достигает некоторого максимума и затем постепенно 
исчезает (фиг. 20). 


Е 1 
Если 18< 22, т. е. аа, то наступает один или несколько 


скачков: искра не представляет чего-нибудь цельного; при помощи 
быстро вращающегося зеркала она обнару- 
живается как периодическое явление. 

25. Диференциальное уравнение продольно- 
20 изгиба; прямой брус постоянного попереи- 
ого сечения. Предположим, что прямой брус 
посгоянного поперечного сечения закреплен 
концом А неподвижно (фиг. 21) и подвер- 
тается действию сжимающей силы Р, при- 
ложенной к другому концу 0. При неко- 
тором значении силы Р брус изогнется. 
Произойдет так называемый п родольный 
изгиб. То значение силы Р, при котором 
начинается искривление оси бруса, назы- 
вают критическим. Ноставим себе целью 
найти это вначение. 

Принимая во внимание, что изгибающий 
момент в каком-нибудь сечении 5 будет ра- 
вен Ру (фиг. 21), мы можем диференциаль- 
ное уравнение упругой линии 15 написать 


в виле 
В, Фиг. 21. 


где знак минус удержан потому, что кривая обращена в точке 5 выпу- 
клостью в сторону положительных ординат и потому производная у” 
должна быть отрицательной. Предполагаем при этом, что изгиб доста- 
Точно мал для того, чтобы можно было воспользоваться приближенным 
Уравнением упругой линии. 


Полагая -рр == ий, мы перепишем полученное уравнение в виде 
УЕ тру =0. 
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Задача, таким образом, приводится к интегрированию простого дифе- 
ренциального уравнения второго порядка. Его характеристическое 
уравнение 1? -Р 1? —0 имеет корни: ^, == и ›==—ий. Общий ин- 
теграл 

у=Асоз тх- Взштх, 


ге Аи В— произвольные постоянные. Для вх определении имеем 
условия: 1) при х==0 ордивата у==0; это дает А==0; 2) при х==4 
в силу заделки конца, касательная к изогнутой оси параллельна оси 
ОХ; это значит, что у’==0. Но у’ == Втсо$ тх; следовательно, 


Вт соз 4 =0. 


Если лопустим, что В==0, то получим уравнение оси в виде у==0, 
т. е. имеем прямолинейную форму Е Если допустим, что 


В-Е0, то созлй==0, т. е. пу ==2ия = > › где н — произвольное целое 


число. Приннмая тт ( (пли Е ЕТ =) на- 
ходим 


ЕТ 
Ревда 
Это равенство дает найденное еще Эйлером 
значение критической силы, Мы здесь не будем 
останавливаться ии на значениях критической 
силы при других способах закрепления концов, 
ни на пределах применимости формулы Эйлера. 

26. Диференциальное уравнение продольного 
изгиба; прямой брус с утолщением в средней 
части. Предположим, что брус ОА (фиг. 28) 
с утолщением в средней части сжимается с обоих 
своих концов одинаковыми по велячине, но 
противоположио направлеивыми силами (величина 

фиг. 29. каждой силы равна Р). Если изгиб достаточио мал, 
то, выбрав точку О за начало и расположив оси 
так, как указано на чертеже, получим уравнение 


ЕЛУ" =-—_ Ву или у-шу = О— для участка Г 


ЕБу” ==—Ру или у’ тзу==0-—лля участка И. 


Здесь Ре. и и РА Общие интегралы написанных уравн 
1 — ЕЁ а АБ ра Уравне 
ний будут: 
у=Асозтх-|-Взшиих и у=Сс0$ тьх -|- Озшитьх. 
Условия лля определения постоянных А, В, С и О таковы: при 
Х==0 будет у==0, т. е. А=0; при х==а ординаты обоих участков 
совпадают, т. е. 


Вяп та = Ссозт‚а -- ДР яп па; (44) 
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кроме того, изогнутая ось в точке В имеет в частях Ги И общую 
касвтельную (производиые от ординат равны), что дает: 


Вт, с0$ ина == — Ст, эт тьа -|-- ть со$ тза. (45) 


При х=е--6, т. е. в середине стержня, касательная параллельна 
„ 
оси ОХ, откуда 


— Сшить (а-- 6) Бсоз ит, (а-- 6) =0. (46) 
Обозначим через { ординату изогиутой оси дая х==а-Рф, тогда 
Ссоз ть (а-|- 6) |- В зтт,(в-- 6) = (47) 
Уравнения (44), (46) и (47) дают 


С==Рсозт, (@--6) и р=Узшть(а-Р 5). 
Внося эти значения в уравнение (45), нахолям 


ета. ю тб. (48) $©Й,3сн 


то 


ь та 
Но 71 == ре полагая же И? =—А имеем пи == 
та А Л 


—,й, и уравнение (48) перепишется в виде 


15 това - © ть = А. (49) 


Найля из (49) величину то, определим затем кри- 
тическую силу по формуле 


2 2 
Р= Ерт, == Ейт, . 


Фиг. 23. 


Для деревяниого круглого бруса 1) указаниых на фиг. 23 размеров имеем 


а 7 И. 
1 си; о = 804 сл; в =2 и 5400, 45 60бин =2. 


4 


Отсюда наименьший положительный корень т» == 0,0019, При Е == 100000 ке/см? 
крихическая сила Р == 100000 - 804 - 0,00192 = 985.1 кг, 


27. Уравнение деформации бруса, лежсащего на упругом основании. 
Представим себе очень длинный призматический брус, лежащий на го- 
ризоитальном упругом основании (прогон на упругом настиле, железно- 
дорожная шпала). Пусть на этот брус действует вертикальная сила Р, 
приложенная в средней точке бруса О. Приннмая эту точку за начало, 
направим ось ОХ по оси бруса, а ось ОУ — вертикально вверх. Изги- 
баемый брус предположим прикрепленным к осиованию. Это значит, 
Что отнесенное к единице длины давление р» передаваемое от бруса 
—-__ 


1 А. Егапске, Ре ТгаскгаН Чех 5ашеп Бе] уегапеснеп ЮцегзсныйЕ, 
„Рен. Ни Май. ипа Рвуз-*", В. 46. 
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упругому основанию, может быть как положительным, так и отрица- 
тельным. Диференциальное уравнение изогнутой оси бруса 


В курсах сопротивления материалов доказывается, что изгибающий 
ь 


М 
момент М и величина напряжения Р связаны соотношением ве т 0- 
Поэтому Е 

у 


Е! 55, (50) 


Обыкновенво предполагают, что давление в каждой точке пропор- 
ционально пониженню у этой Точки, т. е. что Р=Ау, где А — козфи- 
циент пропорциональности, определяемый опытным путем. Таким образом 
имеем 


причем знак минус берем потому, что положительным прогибам соот- 
ветствуют направленные вниз отрицательные реакции. Если введем 


обозначение а == т то полученное диференциальное уравнение 
представится в виде 
4—0, 
Его характеристическое уравнение 
м -- 4—0 
приводится к двум; 
2 — 207-2020 и т -|- 27-1 202 — 0, 
и дает корни: 
Г, =4а{1-|-1, 72=%(1— 4), П=—9(1—В и Ве). 


Общий интеграл будет 
У= © (С, соз ах -- Со зтах) р е-=е (С;созах-|- С, зш ох). 


При больших значениях х прогибы у должны быть весьма малы. Между 
тем множитель ее при болыших значениях х становится больщим 
числом. Отсюда заключаем, что полученное для „У выражение может 
удовлетворить требованию задачи лишь при условии, что С, =(С.=0. 
В таком случае 

У—е “®(Сусозах-|- С, зтол). 


Постоянные Сьи С, могут быть определены на основании следующих 
двух соображений. 

1. В начале координат (при х==0) касательная к упругой линии 
горизонтальна, т. е. у’==0. 

Но 


У = че-=[— С; (с0$ ах -|- зш ах) -Е С (созах — этож], 
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что при х==0 дает , 
0=4(—С-2С:), те С,=С, 


и поэтому Е 
У=Се-*? (созах-|- зшах). 


2. В курсах сопротивления материалов доказывается, что так назь»- 
ваемая поперечная (перерезывающая) сила, представляющая сумму сил, 
действующих по одну сторону (справа или слева) от взятого сечения, 


3 
равна ЕТ Е В данном случае эта сила расположена справа от начала 


координат и, как это нетрудно непосредственно видеть, равна — ©. 
Образуя третью производную, мы найдем, что 

у” = 4Са3е-%? соз сх, 
что при х=:0 дает 


Е р 
абв —=— 5, 
Р 
ЕС: — ВЕ: 


и, таким образом, 

— о 
= {оз ах-Нзш ах). 
Прогиб получим, полагая 
здесь х==0. Он будет 


АР. Фиг. 24. 
и ЗЕЯ * 


{-алина волны 


Приблизительное очертание упругой линии представлено на фиг. 24. 
Множитель е-*® создает быстрое убывание высоты волн изогнутой оси 
бруса по мере удаления от начала координат. 

28. Диберенциальное уравнение колебаний вола вследствие действия 
центробежных сил. Опыт показывает, что тонкий и длинный вал при 
большой скорости вращения способен выпучиваться и принимать искри- 
вленную форму. То значение угловой скорости, при котором может воз- 
викнуть подобного рода явление, называют критической скоростью 
вала. Вполне понятно, что определение ее величины имеет большое 
практическое значение. Пусть у есть прогиб вала, соответствующий 
абсциссе х. На элемент длиной 4х будет действовать центробежнаи 
сила 11оу 4х, где т-— масса единицы длины вала, а «-—— угловая ско- 
рость его вращения. Уподобив эту силу равномерно распределенной 
но длине вала нагрузке, положим р==то?у и, воспользовавшись 
Уравнением (50), получим 

ау 
а 


и Иса 
та = 
` 


Характеристическое уравнение 7*-— 0^ —0 дает корни: 


—@ 


тде 


п: =а, а а, Т4=0 и == — ав 
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Общий интеграл 
у == С;еаа -|- Сье-9= -|- С; созех-|- С, 1 ах. (5:} 


Постоянные С,, С», С; и С, опрелеляются на основании граничных 

условий. На закренленных концах вала изгибающие моменты и про- 

гибы равны нулю. Ввиду этого граничные условия таковы: при х = 0 
ы ау 

9? 


имеем у=Он 9—0; при Х== Г также у=0и 


На =0, где { 


длина вала, 
Применяя эти условия к выражению (51), получим: 


С --С,-ЕС,==0, Сей -|- Се--- С, соз ай С, тай == 0, 
с--С, — 6=0 и Сей -|- С,е-й — С, с03 4 — С, зт ай ==0. 


Из двух первых уравнений находим С, ==— С; и С, =0. Подстановка 
этих значений в два последние уравнения приводит к заключению, что 
С, =0, С, =0 и С, зпа! = 0; предположение С, ==0 дает у=0 (тож- 
дественно}, т. е. получаем прямолинейную форму равновесия. Если же 
положим 5114/==0, то получим ай = Ак, где Ё — любое целое число. 
Придавая ему значения 1, 2, 8, 4,..., будем получать а соответственно 


и 2 № 4 . р 
равным а 2555 и соотвехствующие значении критической 


угловой скорости: 
та ТЕГ 222 ЕТ 3 _/ ЕГ. 
7? ро ТУА т’ й о 
6 19. Неоднородные линейные диференциальные уравнения с но- 


стоянными коэфициентами. Согласно сказанному в 5 17 общий ин- 
теграл неоднородного линейного диференциального уравнения 


ПАННО Я оу че (30) 
с постоянными коэфициентами есть 
у—я-НУ» 
где 2— общий интеграл однородного уравнения 
209 1. р.2®-1 -|- Ре --...-ЕРе==0, (31) 


а у›— есть какое-либо частное решение уравнения {30). 
Если 2, 2, ..-, 2, Суть линейно-незанисимые частные решения 
уравнения (81), то общее решение уравнения (30) будет: 


у== Са. Суа- ... Е Сыь-Ё У 


где С., С»... С,—о произвольные постоянные. Прием нахождения 
частных решений уравиения {81) известен. Остается сказать о способе 
нахождения частного решения уз уравнения (30). В некоторых случаях 
это решение может быть найдено весьма просто по способу неопреде- 
ленных коэфициентов. Отметим здесь несколько из этих случаев. 

1. Последний член О есть целый миогочлеи сте- 
пени т. Если коэфициент Р‚„=0, то у) ищут в виде многочлена 
степени ш с неопределенными коэфициентами. Если же Р,„=0, 
а Р,_.-Е0, то уз следует искать в виде миогочлена степени т-Г 1. 
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Если Р,=биР, ,=0, а Р,_.-Е0, то надо уз нскать в виде много- 
члена степени #-|- 2, ит. д. : 

2. Член @ представляет собой призведение целого 
многочлена степени 12 на №: 


9 = (Вет вр... Е Вне, 


где весть заданное число, не равное ни одному из корней характе- 
ристического уравнения. В этом случае Уз следует искать в той же 


форме, т. е. 
Уо=(Ах”-- Вх" --...--Кх-Е Ре. 
3. Если вадаиное число в есть корень кратности № 


характеристического уравнения, то частное решение урав- 
нения (30) следует искать в форме 


Уо=х{Ахт -|- Вхт--... --Кх-Р Ре. 


4. Если О=У(х)созВх или @=У(х) эт Вх, где 7(х) есть 
целый многочлен степени т, а характеристическое уравнение 
не имеет корней == 4, то частное решение можно искать в форме 


У==<Ах р Вит... -- Ё) соз Вх 
Ех -- Вахты... РЕ) в Вх. 
В случае же, когда характеристическое уравнение имеет корни == 
кратности А, то 
Уо=^А(Ахт | Вхт-1-|-...-- Г) с08 Вх-- 
5 (Ак Вх -...-- Е) а Вх. 
Пример В у” — у’ буд -х-РЫ 
Корнями характеристического уравнения 2 —г-6=0 служат м = —2 


И 2. ==3. 
Следовательно, общий питеграл 


у = Се- + Се уь 
тде У —есть частное решение. Ищем это решение в форме 
У = Ам Вх-- С. 


Образуя производиые у ==2Ах- В и у =2А и подставляя их значения и 


зиачение ус в заданное диференциальиое уравнение, получим равенство, кото- 
рое должио быть тождеством: 


— 62 — (2А-|- 6Вух А — В бб -Ьх-НЬ 


откуда 
—6бА=1, —2А—6В=1 я 2А— В—6б=Ь 
Значит 
1 1 11 
А=—ёф, В нс —=- 
Частное решеиие будет 
ЕЕ 2 НА ТЕ 
7—6 9 54’ 
и общий интеграл 
5 1 1 и 
у = Сет Сы — 2 — —=4- 


Пример 2. у’-ру=хсозх. 
Корни характеристического уравьеиия: #1 =} и м=—ь т.е. в данном 
случае характеристическое уравнение имеет простые корни вида ==. 
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Поэтому частное решение будем иметь в ферме 
У == (Ах В) х созх + (Сх + Б) хзшх. 
Образуем У, и у, н подставляем выраження Уи 5 в задаиное уравке- 
ние. Находим 
(АСх--2А-+- 2) созх + (2С—28В — 4Ах) чих = хсо5х; 


отсюда 
о Обе, ЯОЙ п ОД 
О-В 
1 1 
А=0, В до = и 72 


«Общий интеграл будет 
у = С: с0зх-+ бзшх-- 1 зшх + А зшх. 


Заиимаясь отысканием частного решения у, неоднородного уравне- 
ния по способу неопределенных коэфициентов, мы не входили в теоре- 
тические соображения о законности отыскания этого решения в той 
или другой форме и ограни- 
чивались лишь указанием вида 
этого решения. Оправданием 
возможности нахождения част- 
ного решения выбранного вида 
служит то обстоятельство, что 
неопределенные коэфициенты, 
входящие в состав у, опре- 
деляются однозначным обра- 
зом н, таким образом, самая 
форма частного решения оправ- 
дывается а роейоп. 

29. Диференциальное уро- 
вненце деформации стенок ци- 
линдрического резервуара. Рас- 
смотрим резервуар для хране- 
ния жидкости, имеющий форму 
цилиндра, толщина) стенокко- 
торого мала по сравнению со 
средним радиусом А (фиг. 25), 
а меридиональное сечение 
стенки — прямоугольник. На 
элемент стенки с основанием 
абс@й и высотой 4х, взятые 
на глубине х, действуют: 

1) сила давления жидкости, равная 1хЮ4е4х и приложенная к грани аб 
{здесь буквой у обозначен вес единицы массы жидкости); 

2) силы упругости Т, и Т» приложенные к граням си а4 и, 
вследствие симметрии, равные между собой. 

Если мы обозначим перемещения точек взятого элемента по радиаль- 
ному направлению (прогиб) буквой у, то относительное удлинение их 
первоначального расстояния от оси пилиндра будет у:Ю. При этом 
надо заметить, что ввиду малости толщины стенок мы можем считать 
величины у для всех точек элемента равными и положить, что эти 
точки равноудалены от оси цилиндра. 
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Фиг. 25 


Относительное увеличение длины окружности цилиндра на уровне 
взятого элемента будет также равно у: А. Поэтому напряжения, вы- 


званные в стенках силами упругости, будут равны Е = › где Е— модуль 
Юига материала стенки. Самые же силы упругости 


Еу 
Ту == 7. = в Бах. 
Равнодействующая всех сил, приложенных к элементу, будет 
49 = 1хЮаах— Т, т Е Тат == 
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или, замеияя зи = через = ь 


40 = уираах — 2 рафах. 


Эта сила 4@ представляет собой приращение поперечной силы, соот- 
ветствующее приращению 4х глубины элемента. Помня, что изгибаю- 
щий момент М и поперечная сила О связаны соотвошением 


и =0 
и что М=Е Е › Где Г есть момент инерции площадн абс@ относи- 
тельно ее нейтральной оси, мы получим 
в (! 1) ива рае, | 62) 
Но 
ара 


После подстановки этого выражения в (52) и сокращения на Вах 
получим 


ЕР у _ ЕВ 
ТОВ И ата > 
или 
у 3 127 
ат Г 494 == тах, где ой = ие и т= 5 


Общий интеграл полученного уравиения ($ 19) будет 
= : ы, Меса пах 
У = С;е< с05 ах -Е Се тах -- С,е-°® соз ах - Сие- зщ ах Е о 


Произвольные постоянные Сь С, Си С, могут быть определены из 
Условнй на концах вертикальной полоски ММ, имеющей фигуру абеЯ 
поперечным сечением. 

В случае, например, когда резервуар имеет днище, которое совер- 
шенно ие деформируетси, то условия будут такие; 


У=0 и у’ =0 при х=0 
И 


{ У=О и у’ =0 при х= А, 
Те Н— высота цилиндра. Если принять во внимание деформацию 
Анища, то задача усложняется, 


5 Зак. 5» Ю. ©. Сикореынй 85 


В разобранном примере мы прииимали так называемую „жесткость“ 
равной ЕЁ. При более точиых расчетах следует вводить „цилиндриче- 
скую жесткость“ (см., например, Тимошенко, Курс сопротивления 
материалов, издание 2-е, $ 148 и 154). 

30. Уравнение вынуэкденных колебаний. Предположим, что кроме 
силы притяжения к неподвижному центру — тА?х, пропорциональной рас- 


ах 
стоянию от него, и сопротивления среды 2тй-ар- › пропорционального 


скорости, к точке приложена еще периодическая сила, определяемая 
формулой 
Р==Ет с0$ р 


где Е, р, й и в некоторые постояниые величины, — о масса мате- 
риальной точки и х— расстояние от точки до притягивающего центра. 
Сила Р изменяется в пределах от | Ет до —Ет и период ее пол- 


т. 
ного изменения равен р ` 
Диференциальное уравнение движения точки в этом случае будет 


вх ар. Вх Е со ре. (58) 
Это линейное уравнение второго порядка с последним членом. Корни 
характеристического уравнения 7? | 2йг-|- # =0 будут 
п=-—А-- У и п=—в—Уй— №. 
Предполагая, что # < А, мы получим общий интеграл в виде 
х==е-№ (С, соз ®ё -|- Созит ой) хо, 


где а ==/? — 12, а хо—есть частное решение уравнения (53). Это 
частное решение будем искать в форме 


Хо == Асо$ рЁ-|- В эт рё. 


Неопределеиные коэфициенты Аи В определятся, если значения 2, 
Ям @х ах 
зв И № Подставим в уравнение (53) вместо а ар Н 


Сравнивая коэфициенты при с03рё в правой и левой частях колу- 
ченного тождества и приравняв нулю коэфициент при чпрё, мы для 
определения А и В получим два уравнения: 


А (2 — р?) | 218Вр=Е и В(®— р?) 9РАр=0, 
из которых 
Е — р") 
(тя 
искомый общий интеграл будет 
х==е- М (С, с08 о -{- Сузтей -- А соз рЁ-|- ВзшрЁ 


Произвольные постоянные С; и С. определятся, если примем во вни- 
маиие начальные условия: в момент Ё==0 абсцисса х==а и скорость 


ах 
—- ==а. На основании этих условий получим 


а 
«+ (@—Ап-— Вр 
С =в— А и ии : 


2йрЕ о 
— ртр: 


В 
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По мере увеличения времени # множитель е- стремится к нулю. При 
достаточно больших # можно практически принять, что движение со- 


вершается по закону х == Асо$ рЁ-- В эшрёи имеет своим периодом —^. 
р 


Это колебательное движение, производимое периодической силой 
Етсо$ рЬ, называют вынужденным, противополагая ему то, которое 
совершалось бы при отсутствии периодической силы и которое назы- 
вают свободным или собственным колебанием. Таким образом 
мы видим, что периодическая сила стремится сообщить движущейся 
точке колебания, период которых ра- д 


вен периоду изменения этой силы. р } 
Иллюстрируем сказанное помощью 12 . 
простого примера. Представим себе Т 


груз М, подвешенный к точке А (фиг. 
26) посредством пружины. Расстояние 
центра тижести С этого груза от точки 
привеса в момент, когда груз нахо- 
дится в покое, пусть будет Е. Выведем 
груз из положения равиовесия и затем 
предоставим самому себе. Он будет 
колебаться. В каждый момент # рас- 


стояние х его центра тяжести С от 

положения, которое этот цеитр зани- т 
мал в момент равновесия, удовлетво- 

ряет уравнению 


т, 
тоя арт 4" | @тх-=0, (54) 


Фиг. 26. 


где тШ- масса тела М, Эйт— коэфициеит сопротивления среды, 
Е тх—сила упругости пружины, массой которой пренебрегаем. 

Теперь представим себе, что точка привеса А в свою очередь на- 
чинает совершать колебания по закону 


х, =(Е: ^2)с0$ р 


где Е и р постоянные. В таком случае в момент # на тело М будет 
действовать не сила Аих, а #?т(х—х,), и уравнеиие (54), после 
сокращения на т, переходит в такое: 


2. 
ма (хх 


или 
ах 


Г 
м2 -- № == Есоз ри. 


Вынужденные колебания центра тяжести С будут совершаться 
но закону (см. выше): 
х== Асоз рЁ-|- В эт рё. 


Полагая А-=Азш1. В=Асоз 1, будем иметь 


х— Юз (ур, 
5 
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причем р 

рр 
ЕЕ, НН #27 —= 
Уеграти “1 28р © 


Если |#—р|>>0 и частота р периодической силы увеличивается, 
то амплитуда Ю вынужденных колебаний будет уменьшаться и может 
быть сделана весьма малой, как это видно из выражения (55). Этим 
свойством вынужденных колебаний пользуются в тех случаях, когда 
в колеблющейся системе желательно получить „неподвижную“ точку. 
В этом встречается надобность при устройстве приборов для записы- 
вания вибраций судов, сейсмографов, индикаторов и т, п, 


ЮВ = 


ВМ 
| 


арв-б 
2АН=0,20 


025 065 ВИ № 15 65 4 20 25 25 


Если, например, принять #=0,1 и р==10, то согласно (55) 
1 


В Е, т. е. амплитуда колебаний точки С будет в 99 раз меныше 
амплитуды колебаний точки А. Если к телу М прикрепить карандаш К, 
то он будет почти неподвижен. При колебании в вертикальном напра- 
влении цилиндра В, приводимого во вращение часовым механизмом и 
жестко связанного с точкой подвеса А, карандаш будет чертить на 
ленте, надетой на цилиндр, кривую, отмечающую колебания всего 
прнбора. 

31. Резонанс. Особенно важным является тот частный случай, когда 
силой сопротивления можно пренебречь (й— мало) и в то же время 
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=, т. е. период „возмущающей“ силы равен периоду „собственных“ 
колебаний точки. 
В этом случае величина А выражается так: 


Е 
а Е # Ю = со. 
(8 — р) ®->р 
На фиг. 27 изображена зависимость отношения амплитуды В вы- 
нужденных колебаний к амплитуде Е: А? возмущающей силы от отно- 
шеияя р:А для различных величин (2#):А. Из чертежа видно, что 
по мере приближения отношения р:/ к 1 величина ВЮ увеличивается 


28 28 
до некоторого максимума, зависящего от ы при 2 этот 
максимум неограниченно возрастает. Это явление носит иазвание 


резонанса. 
Для случая резонанса диференциальное уравиение колебаний (при 
отсутствии сопротивления среды) зацишется так: 


м р = с03 рё, 


его общий интеграл 

х = С, с0$ рЁ-|-- С, За рЁ-Е 
где хо— частное решение уравнения. Отыскивая последнее в форме 
(см. 6 19) 

Хо == {А созрЁё-- Взшри 

мы, как и раныше, для определения коэфициентов А и В получим два 
Е. 
р‘ 
Произвольные постояиные С; и С› определятся из начальных условий: 


уравнения, из которых найдем А=Ои В== 


ха и ба при #=0; 


они будут Су==аи =. 
Поэтому 
- ЕЕз ре 
= асозрё- = зшрё-- ПРЕ 
@с0$ р 2? прё-- т 


1 в 
С воврастанием # член 2 Эр может достигнуть значительной 


величины. 

Это значит, что когда сила Р такова, что ее период близок к пе- 
Рриоду „собственных“ колебаний точки, то она может сообщить точке 
колебания со значительной амплитудой даже в том случае, когда эта 
сила мала. В этом и заключается явление резонанса. Оно хорошо 
известно в акустике в виде вызываемых колебаниями камертонов коле- 
баний частей музыкальных инструментов. Сюда же надо причислить и 
такие явления, как вибрации судов от работы машины; колебания 
цепных мостов при прохождении идущего в ногу отряда; колебания 
фундаментов, вызываемые периодическими силами, возникающимн от 
Колебания машинных частей; раскачивание тяжелых качелей человеком 
и т. п. В тех случаях, когда резонанс не желателен, его можно устра- 
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вить, увеличивая разность между частотой р периодической силы Ри 
частотой А собственных колебаний тела. 

32. Уравнение вынужденных колебаний опорной балки. Представим 
себе, что при вращеиии маховнка точка А, находящаяся ва расстоя- 
нии г от оси вращеиия, ие уравновешева (фиг. 28). Обозначим по- 
стоянную угловую скорость вращения маховика буквой р. Если усло- 
вимся отсчитывать время от момента нахождения точки в положении 4% 
на оси ОТ, то угол поворота за время # будет ф==рё. Действующая 
в радиальном направлении центробежная сила равна тр®, где т— 
масса точки А. Проекция этой силы 
на ось ОГ 

Р == тр со$ рё. 


Под влиянием этой силы Р балка, 
лежащая на двух опорах н поддер- 
живающая машину, будет совершать 
вынужденные колебания. Диферен- 
циальное уравнение ее движения 
будет отличаться от уравнения сво- 
бодных колебаний балки (стр. 51) 
только тем, что в правой его части 
появится выражение периодической 


силы 
Фиг. 28, @? А8ЕГ 
< “= ЕЕ— у. — тр? со$ рЕ 


Здесь @ обозначает вес машины; А, {, СИЕ имеют прежние зна- 
чения. Полагая 


АЗЕГе тр’ _ 
ь ов а" о во 
мы сможем уравнению прндать вид 
42 
7 -- Ру == Гсо$ рё 


Если р не равно А, то общий интеграл 
У==С, с0$ АЁ-|- Созт АЁ-|- Ух 
где Уо--частное решение, которое ищем в форме у = Асоз рё-- 
-- Вэшрё. Далее найдем Д== я н В=0. 
Вследствие этого 
У==С, с0$ РЁ -|- СозшАЁ--- рее 05 Е. 
Произвольные постоянные С, и С, могут быть определены, если заданы 


начальные условия. Если р==А, наступает резонанс, и явленне про- 
исходит согласио найденному ранее (стр. 69) уравнению 


у==ас0$ рЁ-|- р п рё-- г эт рЕ. 


Все сказанное относительно резонанса может быть применено и 
к даиному случаю. 
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33. Биения. На стр. 67 было замечено, что в случае вынужденных 
колебаний по мере увеличения времени # движение точки приближается 
к такому, которое выражается равенством 


х— 450$ рЁ-|-. Вып рь 


где р есть частота периодической силы. 
Полагая 


в=уУ А-В, эти 


мы Получим 


АА. и бо 
УР В. 


х=Юзт@®-[-рд). 


Постоянные Д и В определяются на основании начальных условий. 
Представим себе, что вынуждеиные колебания совершаются вслел- 

ствие действия лвух возмущающих сил, частоты которых пусть будут 

ри н Ро. Соответствующие нм колебательные движения выразятся фор- 


мулами: 
х, = Юта) и = очи (№ -- р. 


Результнрующее колебательное движение будет 
х == А, мп (ы --р10) -- К» 9 (а --Ры). 


Заметив, что 


ое Е ВЕ ВЕ, 


будем`иметь 


Ю®-- Юг: а $ 
х— ВЕ арб рб -- ча о -- 2501 


9 [5 (, 521 — чи (а +0] 


ИЛИ 


х— (В В соз (Р-Р дут (РЕ РЕН + 
+ (®— №) зв п } РР» сов ( ВЕ РР В 


Полагаи 


(о-в со (Р-Р: )—5 


(к. во ча (т РЕ т, 
МЫ получим 
х=УЯ- (о еее АР). 
Это есть колебательное движение с переменной амплитудой 
УР =Ую Ю-В, со, —--Ф—Р9А 
и фазой 


© [ре м р. Рз 
Ф— атс! < атс В а( р = 5 8 


11 


Предположим, что р; почти равно ро. Тогда, с течением времени, ампли- 
туда будет меняться от Ю, —Кз (ри со$ [в, — в -|- (р, —Р>) Я =— 1) 
до К, -- К» (при с0$ [4 — рэ -- (1 -— р) | ==-Н1) а так как р, — р— 
величина малая по сравнению с р--р», то за время «== —" 


ра Ра 
(пернод колебаний) амплитуда колебаний почти не изменится. Следо- 


вательне, вынужденные колебания будут иметь вид, изображенный 
на фиг. 29. 

Если величина КЮ —Ю. мала сравнительно с Ю-В» то колеба- 
тельное движение будет то почти совсем затухать, то достигать зна- 
чительного размаха. Это явление носит название „биений“. 


Фиг. 29. 


34. Общее уравнение силы переменного тока. Пусть в цепь, в кото- 
рой сила тока 7 возбуждается электродвижущей снлой 


Б== Бо зшов, 


включены последовательно: емкость С, самоиндукция Ё и сопротивле- 


нне Ю. Буквой Ву, обозначена наибольшая электродвижущая сила за 
2. 
период Г; =. 
Подобно тому как это было сделано на стр. 56, мы придем к ра- 
венству 


Е= ВГ--Ь 4-5. [14 


Заменяя в нем электродвижущую силу Е ее значением н диференцируя 
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затем по времени #, мы получим общее диференциальное уравнение для 
силы переменного тока: 


@т а 1 
гаи -ЕВ-ар-Е-с = В с08 ой, - (65) 


представляющее собой лннейное иеоднородиое диференциальное урав- 
нение второго порядка с постоянными коэфициентами. Общий его 
интеграл ь 

Ге бе" Се 1, 
где г, н -— корни характеристнческого уравиения 


ви, 


а Х-—-частный интеграл. 
Будем искать частный интеграл в форме 


Ю= Асозоё-|- Вт ор, 


гле АиВ-— постоянные коэфициенты. Образуем производные С: и = 
и подставим нх значения в (56); получим 


= --АВо — Ато) с08 Е -|- (< —Адо— ВЁя) зп оё == Вуо с0$ 0% 


откуда 
` (+ — 1%) 4+ ВоВ == Бу 
$ (+ ыя) В— вьд=0. 
Отсюда т 
о 
( То ) -- АЗь (= ея) -{- ао 
а 


са Ебо (= —в=) С05 оё-+ Ко зт Я 
по ба 


Полагая, далее, 
1 


[и#——- 
—в = 
получим 
де НРНЩОНЕЫ 
ИТ Е . 
С Во? | соз1 
Но 
сов Ко } 


и фе тв а. 
Ут т Ивье 
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Вследствие этого 


Роз (ё— 1) 
Де == т === 
Е 2 
У (==) += 
Числа г) и г, как это нетрудно видеть из формулы 


т — Я Е те 1 
1,2 МЕ 412 ГС 


В? 1 5 
оба отрицательны, в случае когда яв та20: Если же т > 


1 
— 2<5, то г, и ›— числа комплексные. Но вещественные их части 
все-таки отрицательны. В силу этого, по мере увеличення времени &, 
двучлен 


ё 
Сее - Се’ 


стремится к нулю и © некоторого момента можно принять =. 
Общий же интеграл уравнения (56) будет 


= ве бе -- и у 
У (2— ы) 4-2 


5 20. Способ вариации произвольных постоянных. Способ инте- 
грирования линейных днференциальных уравнений со свободным членом, 
рассмотренный в предыдущих параграфах, замечателен тем, что, поль- 
зуясь им, мы находим общий интеграл без помощи квадратур. Но круг 
примекения этого способа весьма огразичен. Если свободный член © 
имеет вид, отлилный от тех, которые нами были рассмотрены, то в боль- 
шинстве случаев подобрать подходящую форму для частного решения Ус 
весьма трудно и от отыскания его по способу неопределенных коэфи- 
циентов прихолится отказаться. 

Укажем здесь другой спссоб интегрирования линейных неоднород- 
ных диференциальных уравнений, данный Лагранжем и известный под 
названием способа вариации произвольных постоянных. 
Практически он более утомителен, но зато, пользуясь нм, мы всегда 
решаем вопрос об ннтегрировании уравнения, сводя его к квадратурам. 
Полученные интегралы мотут выражаться в конечном виде или нет, 
во вО всяком случае, с точки зрения задачи интегрирования диферен- 
циального уравнения, мы, пользуясь методом Лагранжа, решение 
вопроса доводим до конца (см. 8 6). 

Переходим к изложению способа вариацин произвольных постоян- 
ных. Заметим, что если предложено интегрировать уравнение 


ео -Риуе-9-- Рууе-в-- ... ЕРьу= ©, (30) 


коэфициенты Р;, Р», ..., Р„ которого суть функции от аргумента х 
ини постоянные числа, то, откидывая свободный член О и меняя обо- 
значение у на г, получим уравнение 


26) Рге-0-- Реи-9 -- ,..--Ре=0 (81) 
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без свободного члена, соответствующее уравнению (30). Его общий 
интеграл 
2= Са, -Е Сь-Ё...-Е Сы. 


Здесь 2» 25» ++ > 2„— частные решения (31), а С,, С» ..., С, —про- 
извольные постояные. Идея способа вариации постоянных заключается 
в том, что общий интеграл уравнения (30) ищут втой же 
форме, которую имеет общий интеграл уравнения (31), 
т. е. полагают, что 


У== С Са. © яв С» (33) 


считая, однако, что здесь С С, ..., („уже не постоянные, 
а некоторые функцни от х, которые требуется определить. 
Функции эти связаны пова только одним условием (30), в остальном 
они совершенно произвольны. Чтобы их определить, мы должны под- 
циннть их еще (в—1) условиям, причем этн условия можем 


выбрать произвольно. 
Составим 


у о... Ноа, аа Н.Н бя. 
Выберем функции Су, С., ..-, С» так, чтобы 
Са, ба, --- Е бь2, =; (57) 


в твком случае 
у=са+ са... НС, 2, 
Далее, 


Са ЕС 2... + сис Е 2, С. 2. 
Выберем функции С, С» ..., С» так, чтобы 
са Сы... С, 2, =0; (58) 
тогда 
у’ С а... С, 2. 
Поступая таким же образом н далее, получим, наконец, 


С СО, (59) 


ПЕ 
причем 


(2—1) 1] 2] —1 
У =." 9 О Не“, 


Теперь и функций С,, С», ..., С» подчинены п условням. Составив 
еще раз пронзводную, будем иметь 


и: — 
Уст т @ = т вь ны ы @ 2" 1) т 
у _ я = 
о О 
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Подставим значения у, у’, у”,..., У вуравнение (30), принимая при 
этом во внимание, что 


2-29 |. ... НР, 2, ==0, 
р № + Р, г, =0, 


д-р, 9--... | В,г,=0 


[160 21, 2...) и суть частные решення уравнения (З1)], мы находны 
7 (1—1 У (и—1) У „(п—1) 
ЕО, Се 0 


Соединяя это равенство в одну систему с (57), (58), (59) нт. д, мы 
получаем и уравнений: 


и г И 
Са, С,а,--... НС. г =0, 
и 


са... Но, 


У (8—2) У (1—2 и 1-2] 
СНЫ © С 


Е 


О аа "9—0 
с я неизвестиымн @ С оон О Определяя из этой системы неиз- 
вестные !), находим 
а. 0, Ч)... Ч, 
откуда, иитегрнруя, имеем 
с= а дах-гь 
= Де бдах--т» ‚.., Сы [е, сдах--г,, 


где Г» Гь, ..:, Г, — произвольные постоянные. 
Внося значения С, С, ..., С, в выражение (33), получим общий 
интеграл в виде 


8 Гейко Тоба вос 
2 [в.д ах Гл, ЗЕ Го + ок НЕ 


Мы видим, что нахождеиие полного ннтеграла прывелось к отысканню 
й квадратур. 
Пример. У’-Ру=х. 
Корни характеристического уравнения 22 -|- 1 =0: 7 =Ён 72 —=—1. Общий 
интеграл уравиення 2” -| 2 -==0 есть 
2 == (150$ х -|- Созшх. 


Будем искать общий интеграл заданного уравнения в тон же форме, 
полагая 


У= С, 05 х-|- Созшх 
и считая С; н Сь функциями от х. 


т) Можно доказать, что написанная снстема всегда имеег решение, еслн 
частвые решення 2 2ь..., 2, линейно-незавнснкы. 
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Составляя производную, имеем 
У =— Су тх ++ 6, созх + С сов х + С. зтх, 


Подчиняя фувкции С1 н С» условию 


С. созх-- Фзшх=0, (60) 
находим 
у =--Сзшлх- С со5х. 
и, следовательно, 
у’ = С, 608 х— Сы зшх — С! этх | С) со х. 
Внося звачения ун у” в заданное уравненне, имеем, после сокращеннй, 
— Сзшх- © созх=х. (61) 
НРх 
Система уравнений (60) и {61} дает для [2 и с, значення; (24 =— = = 


и С = х, откуда 
зн х знйх азтх зшх 
а=—] Е" Г 1—5 = "+3 ох ть 
ин 


Общий интеграл 
у =. 


-Е Г с08 х- + Г зшх. 


55| == 
о 
о 
& 
х 
в 


35. Диференциальное уравнение колебаний индикатора. Индикатор 
есть прибор, служащнй для записи давления (например, при минном 
взрыве). В осиовном он состоит из массивного цилиндра, в который зало- 
жена пружина, поддерживающая поршень, воспринимающий исследуемое 
давление. Обозначим площадь поршня буквой Ё, действующее иа единицу 
площади поршня давление —буквой р, а вес поршня— буквой Р. Весом 
пружины будем пренебрегать. Очевидно, что с теченнем времени давле- 
ние меняется. Положим р==/(8). В момент #==0 перемещенне поршня 


2—0 н скорость 4 — 0. Искомым ивляется вид Функции (2). Инди- 


катор дает возможность определнть эту функцию по перемещениям 
2 поршни, которые могут быть записаны на диаграмме, 

На поршень действуют: внешнее давленне, равное Е» /(#), и сопро- 
тивление пружины. 

Примем ось поршни за ось ОЙ и начальную длину пружины обо- 
значим буквой Г. В момент Ё длина пружины будет /—2. В тавом 
случае сопротивление пружииы, действующее на поршеиь, выразится 


2 
через —А-, где А — коэфициент пропорциональности, Днференциаль- 
ное уравненне движения поршня будет 


Р @ 2 &?. Е. 
Е = Е /®—`р п диету, 69 


где и? = ве . Общий интеграл соответствующего однородного уравнения 
4 
яв Е =0 


2==С,с05 2Ё-|- С, п пь 


имеет внд 


У 


Будем нскать общий интеграл неоднородного уравнения (62) в том же 
виде, но рассматривая С; и С, как функции от х. Составляем произ- 


водную 


42 2 Эл Нет 
Е == — Сити -|- Соя с0$ иё |. па 608 ИЁ-- пу эти 
и выберем функции С; и С, так, чтобы 
ас, ме 
ар $0 г я пи ==0. (63) 
В таком случае — ==— Си чан -- Сон с0$ ПЕ 
Образуем затем вторую производную 
22 ас, 4С; 
Е 2 ее 25 ее ВАЕ ; е 
ав == — (11? с0$ иё — Сп? чт и т ар 160$ Е 


и подставнм ее значение и значеине 2 в уравнение (62). После сокра- 
щений получим: 


аа _. а Е. 
— А зи: | 4 0$ ДО (63а) 
Из (63) и (63а) имеем: 
ас ий Л &сС. Е. 
а = Ева и ПЕ /(@) 0$ иЁ, 


откуда 


и 


+ 
СЕ [19 возит 1 Г,. 
о 


Общий интеграл уравнения (62) имеет вид 
2 == Г, с0$ иё-|- Г п и-- 


+ Е 
-- Е [- 605 и ре (япят 4 эти Г (©) сот] (64) 
о о 


или, короче, 


$ 
2 == Г, с08 п |. Г чи нЕ ЕЕ Го зши (а. 
. о 


Как уже было указано, при Ё==0 имеем ВЕ 0; это дает 


& 
Г, == 0, 1 —= 0, и 
Е 
ЕЕ Е 
ВЕТ [7®зт п (Е—т) 4. 
Г 
Отсюда, интегрируя по частям, получим: 


# 
2 ЕЕ [ти 
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Если откинем второй члеи правой частн полученного равенства, то 
Рих 
получим У Кс, т. е. значения искомой функцни пропорциональны 
перемещениям 2 поршня. 
Но показания индикатора соответствуют действнтельному измене- 
нию функции / (8). Отсюда видно, что второй член 


: 
ИЯ 7 < шн(Е—т) (65) 
о 


представляет „погрешность“ показаний прибора. Имея в виду, что 
под знак интеграла входит производная /’ (<), мы заключаем, что эта 
погрешность обусловливается быстротой 
изменения давления. р 
График изменения давления при взрыве, 
т. е. внд функции (0, может быть изо- 
бражен кривой, показанной на фиг. 30. 
Сначала, быстро возрастая, давление при й 
{=Т, достигает своего макснмума, затем й 
убывает и при некотором #== 7» обращается В 
в нуль. Период времени Т, значительно = 
больше Г,. 

Вопрос о величине погрешностн индика- 
тора и соображения, которымн следует руко- 
водетвоваться при ето проектировании, рас- 
смотрен в работе академнка А. Н. Крылова „О крешерах и ипдикаторах“, 
вапечатаниой в „Известнях Академии наук“, 1909 г., № 9. 


Фиг. 80. 


$ 21. Уравнение Эйлера. Рассмотрим здесь один частный случай 
уравнений с переменными коэфициентами, так называе- 
мое уравнение Эйлера: 


хую -- Аахен... 
А, ах--уУ Ао, (66) 


в которых Дь, 4,,..-, Ар аир — постоянные, а @ есть функция от х. 

Подстановкой ах-|- $ =е' уравневне Эйлера легко приводитсн к урав- 
ненню с постоявными коэфициентами. Действительно, заменяя перемен- 
ную х на Ё будем иметь: 


„__ МУ _ У. 4 + У. 
УЕ Г г. 
ма сле (45. ау ы 
ах а ах а ЧЕ? 


С 
> — 
те — 2" ( ) Е и 


Теперь подставим значения производных в уравнение (66). Переменный 
коэфициент первего члена (ах--5)"==е* сократится со множите- 


лем е-”*, входящим в состав у@®). То же самое случится и во всех 
я 
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прочих членах. После приведения подобных придем к диференцналь> 
ному линейному неоднородному уравнению 


ту ал ау 
пре Ва дает | - К Выа ар К Виу==Р@) 
с постоянными коэфициентами В,;, В. ..., В». 

Пример. Проинтегрируем уравнение 


Фи" («ту (++ 3) 
Положнм 2х-|- 1 == 2й. Будем иметь 


4 
ах 


ау Фу ду 
# — 2е-# = ее 
21; у=2е ий У 4е ( а Е}. 


Подставим получениые выраженин в данное уравнение, После сокращеннй оно 
прнмет вид 


Характеристическое уравнение 
47? — 57-1 =0 


1 
нмеет кории я =1Т и 7 т. Вследствие этого общий интеграл будет 
У бе + бе у, 


где Уу›—частиое решение уравнения. Это решенне мы нщем в форме 


У = АЕ В, 
Последовательно иаходнм: 


ЧУ Ви д 2 
И =А и —1А =: 5А-- 4Ё-- В=1— Ш2, 


откуда 
А=1 и В=5— Ша, 
Следовательно, 
у= бе'-- С.е°28* 1-15 ш2 
или 


у= & @х-- 1) + © @х-- 1) ох) 5—ш2, 


Уравнения Эйлера можно также просто решить, не прибегая к под- 
становке ах -|- © = е*. Пусть дано однородное уравнение Эйдера 


(ах -- 6)? -- А (ах бу-луе-9 |... 
4, @-Ну--лу=0. (67) 
Ищем частное решение в виде 
у=(ах-- 5, 


где г — постоянная. Подставив его в уравнение и сократив на (ах -|-- 6)", 
получим уравнение степени и для определения г: 


а (г—1)(7—2)...(е—фв + -- 
- Ала" (г—1)...@—в----...-Н А,_1аг-- А, ==0. 


Если среди корней г, к, ..., к, этого уравнения иет равных, мы 
имеем п лннейно-независимых решений уравнения (67): 


== (ах НВ", уже... == (ах, 
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и общий интеграл этого уравнения будет 
у сах В" сея... С, ах". 


Если среди корней есть равные, например, если и==и.=...==7,, то 
соответствующие частные решения будут: 


д ах- о р (ах-Р Ош (ох-- 5), ..., 
ук (ах В (ах, 

Рассмотрим еще случай мнимых корней. Если /, ==а-|- 8, то суще- 
ствует сопряженный ему корень и, —=а— 3 (мы предполагаем, что 
коэфициенты а, 6, А, ..., А, — вещественные). Соответственные част- 
ные решения будут: 

у = (ах вен = (ох Бе ва) — 
= (ах -- 5)" { соз [Ват (ах-- 6] 25 [8 м (ах 6); 
== (ах 6) { соз [В 1и (ах -|- 5)] — 25 [8 1 (ах -- 6] - 
Полагая теперь в общем интеграле 
С -о,=Ть #(<— :) =Г», 
мы придадим ему вид 
у—(ах- о) ( Г, с03 [81 (ах-|- 6)] -- Гьз В (ая -- 5) 
ь -Н б@х-Ны-Е... с, (ах ву". 


36. Задача Ламе. Среди задач техинческого характера, приводящихся 
к уравнению вида, рассмотренного в предыдущем параграфе, отметим 


Фиг. 81. 


зесьма известную задачу Ламе. Состоит она в том, чтобы, зная равно- 
мерно распределенные давления, действующие на внутреннюю н наруж- 
ную поверхности цилиндрической трубки (фиг. 31), определить напря» 
жения в точках самой трубки. 

Вследствие одинаковых условий, как деформации, так и напряжения 
В поперечных сечениях, расположениых вдоль трубки, должны быть 
Одними и теми же. Можио поэтому ограничиться тоубкой, длина кото- 
Рой равна единипе. Обозначим через А, — радиус виутренней, а Ю, — 


б зак. вю. ю. © Сикорский 81 


радиус внешней цилнидрических поверхиостей трубки. Выделим эле- 
мент абс@, ограниченный цилиндрическими поверхностями радиусов р 
ир-- 4 и двумя меридиональными сечениямн Об и Ос, образующими 
угол 4. Этот элемент иаходится в равновесии под действием всех 
приложенных к нему сил. Расположение напряжений на поверхиостях 
элементя изображено на фиг. 32. Напряжения на гранях аб и с 0бо- 


ар. 
зиачим через р», а на гранях 44 и бе — через ри Е 4. 


Если Рир обозначают давления на внешнюю и внутреннюю новерх- 
ности трубки, то граничные условия таковы: 


Ру==—р при р | 
и 68 
р, =—Р прир= о. 18) 
Установим связь между Ре 
и р: 


На грани аб и с4 дей- 
ствуют силы р, * @р › 1. Сум- 
ма их проекций на напра- 
вление Оф равиа 

— Ро - Фр - эт (42), 
или 


— Ра Фр + 4, 
если принять вт @ф == @ф. 


Фиг. 32. 


На грани а и 6с действуют силы 


ар. 
Ру р: 1.4 и Е = 4) - 6-4) 1-42. 


Проектируя эти две силы на направление Об и полагая, что 


<05 (%)=ь получим величину проекции равнодействующей 
а 
Ру 4? Неа, 


ЧРу а 
если откинем член А. . (ар)? а. 


Приравнивая нулю сумму проекций всех сил на направление Об, 
приложеииых к элементу абс4, после сокращения на @раф получнм 
уравнение 


ЧР 
ри---ар В Р»=0. (69) 


Далее заметим, что вследствие симметрии как формы трубки, так 
и распределения давлений все точки трубки при деформации переме- 
щаются в раднальном направлении. Если перемещение точки а обозна- 
чим через и, то перемещение точки 2 будет 


аи 
и-|- В 4. 
ан 
В общем эхемент 4 радиуса получает удлинеиие Е @р. Вследствие 
аи 
этото относительное удлинение в радиальном направлении: е, ==. 
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После деформации дуга а@ займет положение а,4, (фиг. 38), прнчем 


21 — 
ай: _ 0 Следовательно, относительное удлинение е, == пе 
о4 г 
м = и 
ред а Оа ее. Выходит, что элемент абс@ растягивается 
[а 


В 
по двум пернеидикулярным направлениям. Но для случая такого растя- 
жения, как известио, имеют место формулы: 


Е Е 
РС (е„-- че,) и Ру Пе (е„-Ное.), 


где Е есть модуль Юнга материала трубки, а о— пуассоново отноше- 


ние. Заменяя е„, и е, их значениями, получим 


Е и аи 
тс: (* во р, ) а, 
Е ай и 
Ру Ра (»--®ь)- 


Теперь образуем производную 


4 | 
ЧР Е Е: Р ар 


Г ие т +9 Р Фиг. 33. 
ЧРу 
Подставим значения р», р, и и в уравнение (69). После упрощений 
приходим к диференциальному уравнению 
4 Чи 
а о (70) 

представляющему частный случай уравнения (66). 

Пол: гая 

==”, 


получаем для величины г уравнение: 1? — 1 =0. 
Отсюда г, =1 и г, =— 1, н общий интеграл 


1 
и==Ср-- 65, 


где С, и С. — произвольные постоянные. 
Для их определения составим 


аи 
и выражения и и р подставим в формулы, выражающие р. и ру. 


Результат будет таков: 
Е с С 
вета | ‚а+9+а-—ч], 


с? 


рт. +9 —Яа-—9]. 
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Подчиняя р, граничным условиям (68), получим: 


РР [69—05] 


и 
Е [9 
ЕР Ё а+9—2а—5]. 
1 
Отсюда 
_ @—9(р- №2) 
ь В(®— В) 
и 
_ ато е-р мА, 
| Е -—№) 
Значит 
НН ИЕ | 
Рам | Рю 
и (71) 
_ МрР-№Р _ @-РЮв 
ео 


Напряжение р, возрастает при уменьшении р и имеет максимум при 
в=Аь а минимум — при р==АЮ.- 
Подставляя выражения С, и С в формулу 
С 
и= Ср У 
находим, что перемещение 


1—с Ар ЮР 


и Р-Е 


Е Юм 


1--с {2—Р) ЮВ» 
в юм‘ 


(1) 


Формулы (71) и (717) характеризуют явление в отношении как напря- 
жений, так и деформаций. 


ГЛАВА ПЕ. 


ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ И ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 
И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ЗАДАЧИ. 


5 22. Эллиптические интегралы и эллиптические функции Якоби. 
Интегралы вида 


[/сь, вдах, 


где 
в— Уяр ой-Е ой -Нах-е или = уаз ой ех-Еа, 


а Х(х, Ю) есть рациональная функция как относительно Хх, 
так и относительно АД, называют эллиитическим и. Лежандр 
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ноказал, что все эллиптические интегралы приводятся к трем основным: 


. Пе 


(—#) 
в 
«= | е 
я арауи-ва-в’ 


сле [2] < 1. 
Число А называется модулем, а п—-параметром интеграла, 
Полагая Ё ==, мы первый интеграл приведем к виду 


ы 
и (72) 
Для второго имеем 
а ыы 
МЕ п 1 Е 
= = === 1—2 982 ф4Ф = 
| у эа-# в ] Ут "ато 2 ри ео 
1 

=; [© ^)— ЕС, Юр 
гле 

Е(® = | У1—Вавоа.. (12а) 


Третий — преобразуется в ннтеграл 
фе (В 
Я 
6, е) Е Ут Из. 
Полученные интегралы Е(ф, #), Е (х, ®) и П(®, #) иазываются эллипти- 
ческимн интегралами, приведенными к нормальным формам 
Лежандра. Число ф называется их амплитудой. 

Вычисление дуги эллинса приводится к нахождению интеграла 
Е($, Е), что и дало повод к иазванию всего рассматриваемого класса 
интегралов эллинтическими. 

Если А ==0, то первый из рассмотрениых интегралов дает 


Но известно, что в применениях важна ие многозначная функция й = 
== Аст, а однозначная Ё= пи, т. е. та функция, для которой 
аргумеитом служит сам интеграл #. Иначе говоря, практи- 
чески важно рассматривать верхний предел Ё как функцию 
самого интеграла, или, как говорят, обратить ивтеграл и. 
Это обстоятельство и привело Абеля и Якоби к мысли обратить инте- 
трал Р (%, А), рассматривая его амплитуду ф как функцию самого инте- 
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грала. На этой базе и была создана теория эллиптических 
функций, нмеющая огромное значение для ряда отраслей матема- 
тики и ее приложений. 

То обстоятельство, что ф является амплитудой интеграла Р($, #), 
который мы кратко обозначим буквой и, выражают так: 


ф=— ат и. 


В таком случае Е == $ ф == т ат и, 'У1— 2 == с05 ф == с0$ аш и. 


Введем еще обозначение: И1Т— А = У1-—Е? 51 ф== Аати. Эти 
три фуикции короче обозначают так: 


‚ 


паши ==заи, созати=:сви и Аати-=4пи, 


Функции $пи, спи и @Фпи известны под именем эллиптических 
функций Якоби. Отметим некоторые их свойства. Имея в виду 
практические применения, ограннчикся вещественными значениями аргу- 
мента. Если же придется упомянуть о мнимых его значениях, то это 
будет оговорено особо. 
Легко вндеть, что 
зв (—ю=-— 31, сп(—и)==спи и @1(— и) = аи, 


т. е. что функция зп нечетна, а фуикции сп и @п — четны. 
Функции зв и, спи и @пи связаиы соотвошениями: 
502 и -|- сп и==1 и ЧП? и-- А 3? и==1, (73) 


ъоторые дают возможность вычислить Две из них, когда значение 
третьей известно. 
Так как и=0 при ®==0, то 
зп0=0; сп0О=1 и 9@10=—1. 


Диференцируя первый из основных трех интегралов, будем иметь 
[23 —5`— 
ш-уа—ва—#®). 


Функция &==5йи служит интегралом этого днференциального уравне- 
ния, которое можно переписать еще и так: 
азии 


= пи - пи. 
ай Е 


Диференцируя равенства (73), можно получить еще две такие фор- 


мулы: 
аспи аапи 
—=-—_5пи.Чпи и 


— — 2 . 
Я ав А? зп и. спи. 


Если в интеграле Р (х, А) амплитуду ф возьмем равной 5, то инте- 


грал называется полным эллиптическим интегралом пер- 
вого рода. Обозначив этот интеграл через К, будем иметь 


к 
2 


№: 4 
| УТЕНыиу" 
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Полиый эллинтический интеграл, модуль которого Ё’ связан с моду- 
лем А соотношением 
==, 
будем обозначать через К’. Модуль Е’ называют дополнительным для 
модуля А. Очевидно, 
._ т 
зв К == шт. ==1, свПК=0 и @К==^’. 

Иногда вводят обозначение А == 1. Величина | называется моду- 
лярным углом эллиптического интеграла. 

Эллиптические функции, подобно круговым, подчиняются формуле 
сложения. Эту формулу можно установить, интегрируя диференциаль- 
ное уравнение 

ах т ау 0 
ужа» ' уда) 


замечательное тем, что в то время как каждый диференциал, находя- 
щийся в левой части уравнения, не интегрируется в конечном виде, 
диференциальное уравнение имеет алгебраический интеграл. 

Это открытие, сделанное Эйлером, можно рассматривать как начало 
возиикновения теории эллиптических функций. Эйлер нашел свою 
теорему, решая задачу о притяжении точки двумя неподвижными 
цеитрами. Приведем здесь прнем интегрирования уравнения (15), дан- 
ный Дарбу- 

Вводя перемениую Ё при помощи уравнений 


, (75) 


4 ах кг —@ 
у=жа-ва уа-а-в»’ 
получим 
2 
(91) =а—ж) аи») 
и 


(2 =а—а—№”). 
Диферевцируя эти равенства по переменной Ё и сокращая результаты 
и 
(1-8) х-- 248 и (у 2. 


будем иметь 


Отсюда 
@х 42 > 
ун—х == ху (й — у”). (76) 
Далее, 
ах} ау} 
(ею (2) = 0 —юма—иму). т) 
Деля (76) на (77), найдем 
2х ау ь ах а. 
УЕ Ха ав (+= 47) 
в 1 — лу “ 
ая а 
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Но так как 


ах у аи ах @у 
( пы Е) 


(А 4 а о 
2А7ху 6 Е Ех ) р? (1 — 12992), 
то заменяя, найдем 
4 ах ау а Нк 
— [= ия т] Ч т — 12525). 


Отсюда, интегрируя, получим 


ах ау 
7% Ш а 
1— Аз т 
где С— постоянная интегрирования. 
Теперь, заменив га и ео их значениями, будем иметь 
УВ, УИ _ | (78) 
1— зу Е 


Такова алгебраическая форма интеграла уравнения (75). Далее по- 
ложим 
г 4. у 4 
52 гу 
ак И Ех, (79 
й Тама | и-ма—в) о 

Т. е. х==зВи и у=з19; следовательно, 

Ут — = У1— 22 — и 

ут —У=спо У1—_ 2 —апо. 


В таком случае (78) примет вид 


пи спо. @пи-Р зпо - спи -апи 
1— 2-50. 8120 


@ (80) 


Но, с другой стороны, ввиду равенств (79), можно уравнение (15) 
переписать так: 


аи -- 49 =0, 
т. ©. 


ОИ 


у (81) 
где Г— постоянная интегрирования. 


Положим теперь в равенствах (80) и (81) о==0. В таком случае 
510==0, спо 1 и Чбпо=1. Следовательно, 


50и=С и и-Г, 
ле. 


СЕН 
Внося сюда значения Си Г из (80) и (81), находим формулу сложе- 
ния функций 51: 


зпи- спо. бпо--зпо-спи. пи 
= | — А. зи. 5120 . (82) 


Формула сложения для функций сп может быть установлена так: 
си (и-- о) == 1 ви (и 9) = 
(1 — 22. 51? п - 512 /) — (пи. спо. бпо-- зпо. спи. бин)? 
(1— А. ие и. $18 01 


Заменяя в числителе (1—2? . $12 и - 512 9) через (си? и-- зп? и + 4120) Ж 
Х (сп?о-[- 5120. Чт? и), преобразуем его к виду 
(спи - спо 5пи « по апи - Чпо)?. 
Извлекая квадратный корень из обеих частей нолученного равен- 
ства, получим 


спи - спо -— зпи. по. апи-бпо 
сп (и 5) == Е 5 
(ео) 1— Азии 510 


Положим о==0. Правая часть равенства сделается равной Е сви. Это 
показывает, что необходимо взять знак плю:. Таким образом 
спи- спо — пи-зпо-впи. @по 
п(#-— 5) = . 
ве) 1— 2-18: 20 (88) 


Для функции же @п 
Ч? (и о)=1— А? . 512 (и о) == 


_ Ч. 31? и. 3712 0) — № (спи. спо. @по-- зто. спи. ати 
(1—2 - 512 и - 508 0)? 


(пи. @по— А? -зпи. зто. сии: спо)? 
(1 — #2. 312 и - 312 0) 


Изтлекаем корень и опять, полагая о==0, выбираем знак. Мы 
находим 
бпи. по — № -зан-зпо. @пи. по 
1—#* - 512-5129 


Чп(и-- 9) = о (84) 


Полагая в (82), (88) и (84) и==о-=К, будем иметь: 
п ЯК =0, сп2К —=—1 и @9К=1. 


Подобно круговым эллиптические фувкции имеют формулы приведе- 
ния. Отметим некоторые из них. Полагая в тех же формулах (82), 
(83) и (84) о=К и затем о-=2К, получим: 


— та 
зп(и--Ю- ди, сию = 25, шш-юна 
зп (и -|-2К)=—5пи, сп(и--2К)==—спи, ап(и--2К)== дни. 


Из последнего равенства следует, что периодом функции @п слу- 
жит 2К. Замена в двух предшествующих равенствах и на и--2К 
приводит к результату: 


зп(и--4К)=50и и сп(и--4К)==сви, 


из которого видно, что для функциВ $п и сп периодом служит 4К- 
Кроме этих вещественных периодов эллиптические функции имеют 
еще мнимые периоды и являются функциями двояколериодическими. 
Этн взорые периолы долго ускользали от внимания математиков и их 
открытню мы обязаны Абелю н Якоби. Двоякая периодичность эллинти= 


89 


ческих функций может быть выражена формулами (т и и— целые 


числа): 
за(и-- и - 4К-Еп- 20) ==, 


сп [#-Е т - 4К Е а 2К-- 2)] = спи 


и 


пит. 2К--п- 4”) = @пи, 


которые мы приводим здесь без доказательства. 

Обычно характерными дня всякой функции являются те значения 
аргумента, при которых эта функция обращается в нуль или в беско- 
нечность. (Нули и полюсы.) Нулями служат: 

т.2К-н.2Ж’ для Функции $1, 
Км. Ж-ри- 2’ для функции сп 
и 
Ка и-2К-- п. 2 — для функции 4; 
полюсы для всех трех фуикций выражаются формулой 
-- т. к-т... 


Отметим еще те случаи, когда эллинтические функции вырожда- 
ются В круговые или В гиперболические. Это имеет место, если 
модуль #=0, или А==1. Действительно, пря &==0, как это иетрудно 
видеть, зпи==5шШи и 
тем самым сп и=с0$ # 
и бпи=1. Если же 
Е =, то интеграл 


Фиг. 34. 
ей 1-Е еи—1 _ 
и-ву т Е. Те ё и 1 
Отсюда 
пн, 
спи= У1 Зи и ни д 
сни сви" 


Мы видим, что круговые и тицерболические функции представляют 
частные случаи эллинтических функций. 

Откладывая по оси Ой (фиг. 34) веществеиные зиачеиия аргу- 
меита д, а по направлению оси ОЁ— соответствующие значения функ- 
ций пи, спи и @пи, мы получаем графики этих функций. Надо, 
конечно, иметь в виду, что график каждой из этих функций приии- 
мает вполне определенный вид только тогда, когда дан модуль А. Дня 
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зругого модуля график, сохраняя то же общее очертание, изменит 
свою форму. 

5 23. Эллиптические фуикции Вейерштрасса. В своих лекциях, 
читанных в Берлинском университете, Карл Вейерштрасс развнл учение 
об эллинтическнх функциях в форме, отличиой от той, в какой оно 
было развито Абелем и Якоби. За основиой интеграл Вейерштрасс 


принимает 
со 
аг2 
й = ЕЕ 85 
|] 712 — &2— в : о 


Коэфициенты 25 И 2, приведенного многочлена третьей степени будем 
считать вещественными. Рассматривая и как аргумент, а нижний пре- 
дел интеграла — 2 — как его функцию, обозначим эту функцию через $и. 
Обращая интеграл, будем иметь 

В 


Если желательно подчеркнуть, что = зависит ме только от и, ибо иот 
козфициентов 25 и 5» то пишут: 

= (и; в» 88 
55 и ез называют инвариантами функции фи. Из (85) следует, что 
и==0 при ===с0, иначе говоря, #0 =: со. Таким образом выходит, 
это @и есть тот частный интеграл уравнения 


^ 7,52 98 
т аа У — в2— в, 


который при и==0 обращается в бесконечность. 

В изложении Вейерштрасса функция и и ее производная #’й 
играют ту же роль, что и функции зпи, спи и Фпа в изложении 
Якоби. 

Устанавливая формулу сложения для функции би, будем исходить 
из уравнения 


ах ау 
0, 
ЕЕ" У 4 —2—в 


в котором положим 


43-х вщ=Х и 4 —ву— в=. 


Уравненне перенншется так: 


ах ву 
НА: =0. 
Ух УР 
Полагая 
ах ау 
Г 
Ух УУ’ 
находим 
ах\ ау} _ 
(4) =х и (ш)='. 
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Диференцируя эти равенства по перемеиной # и сокращая результаты 


ах Чу 
на ар и -д;, получим 


[2 Е 
ое и 


С а С. 
Далее положим: х-- у=ен х— у==х. Будем иметь 


о вх | у Е 
ав — ав Рав 6% Ру) — в 


или 

423 
ав == 3 (©*--) — в. 
Вместе с тем 


(= —мфве-у 


ИЛИ 


а: 4 С 
в). 


Заметив, что 


- + 2 2 6. ‚ 
умножич обе части этого раверства на р я мы получим 
ОВ = ( 4&\] _ 4149) 
РЕВ од) | вся 
1/2} 48 — 
Е 4-4 и ря о-в, 


тде а— произвольная постоянная. 


Отсюда 


Но 
4 _ ах ПИ Зуя 
аа Ва ЗИХ--ИЙ 
Следовательно, 
УХ Утиха, 
ИЛИ 


а А+. 


Телерь положим 


ах Чу а 
= - ЕТ ы 
Будем нметь: 
Чи-|- 90 =0 и ио=8, 


где В— новая постоянная. 
Устанавливая зависимость между а н В, положим в равенстве 


(86) 


(87) 


(87) 


9==0. В таком случае В==и. Но при 0==0 функция о == оо, т. е, 


У==со, и равенство (86), переписанное в виде 


ах = аи 


92 


стаиовится неопределенным. Вследствие этого положим, что уе 


У ух 


уращжение ———— В реп ям 2 
и разложим выр Е ряд по степеням & 


‘Сиачала заметим, что 


УР=2ву/ 1 в ава :..). 
Следовательно, 
1 = 1 А 
2 (ИУ 12) в(1 р а в НЕ —. 


Вместе с тем 
т 1 1 


у—х сх й 
а 


Перемножим два последних равенства и, после возвышения резуль- 
тата в квадрат, получим 


ТУР УХ} г 1 
Е) (ина... ана...) = 
х В 2 С 
=е(а--я+а+...) вах С. 
Теперь мы видим, что прн 9==0, т. е. при у==ЁЙ ==, будем иметь 


#-|- х==2х, откуда а == и. Следовательно, 
& = $3. 


(+ а+ж-+...). 


Заметим еще, что УХ==”и и У7=”ч. Тогда случай (86) дает: 
1/0 — Фо 
радио (ее). 


Равенство это выражает формулу сложения для функции ®. 
Корни многочлена 423 — 22 — 65 обозначим буквами е, ©, и е,, 
так что 
2—4 (2—0 (2—е)) (2—0). 


з 2 
Если дискриминант А == <. — 272. положителен, то все три кория 
вещественны. Если же А отрицателен, то из трех корней два ком- 
плексиы. 
Пусть А > 0. Будем счнтать, что е >е,>е,. 
в интеграле 


] Ч2 
7 Узе-е-ве-—® 
положим 
=, 2 (88) 
Тогда 


У и Г Е (89) 


У 1— #2 зн 9 
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2. — 23 —— А 
тде 2—2 №. Отсюда следует, что Ф==ат (и Уг, — ев) и зте= 


©: — 63 
==з1(иУе, —ез). Следовательно, 
2—2 
Пре Е ее ИВ 90) 
8 ВТ а (и Уе,—е)" \ 


Это весьма важное соотношение между фуикциями ® и эп может слу- 
жить для вычисления значения функции и, если дано и н инвари- 
анты 2 и 6 и если А >> 0. 

Пусть теперь А < 0. Положим 


и : 
е=т--Ш и е==т- Ш. 


Так как е, -|-«-|- е. ==0, то е. == —2т. Вместе с тем 
2 
8: Е: е 
2 Я ——8 Ве, 
т? —|- 12 == 2,23 по Ви 


Применим к интегралу 


42 


р | УЕ е-и и 


подстановку 2==е-- Н ©? + ‚ ге Н==У9ий-Р- п. Мы получим 
Ф 


$ 


а 


$ ай 2% 
2 512 р Ун( +в зы р 


Ф 
=== | 46 
— 2УН Ин $ ИЕ Я 
зим с05 = ЗИР > с09 
: НОА И Ч 
или 
ф 
Е 
2УН, Ут эо, 
и 1 уж 
где ое". Отсюда следует, что ф — ат (2и УН. И так как 
2=и, то имеем 
1 спи УЯ) 
2—2, ми. 91 
} + 1— сп(2и УН) о 


Эта формула служит для вычисления функции и в случае, когда 
А < 0 и когда нзвестны 25 и в. и задан аргумент и. 
Выявим периоды функции би. Если А >0, то заменим в (30) аргу- 
< 


Я 


мент и на и ——— 


Уа—в 
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Здесь мы полагаем 


® 


т 4 
8] У: че 
или, как это следует из формул (88) н (89), 


К=Уе, <] ТВ 


— 52— в 


Тогда получим 


7:4 — 2 
о 
# | | Е) , о 12 (и а = 
= О и. 
«+ 312(й Ув— в) $ 
Полагая Ко ®, получим #(и-р 2%,) =и. Мы видим, что 2®; 


У=— 2 


служит нериодом функции и. 
п 
Если и=е,, то, как это видно из (89), амплитуда ф==-, а из 
(88) следует, что ===е,. Следовательно, 


В (1) = еь (92) 
причем 


ре [ 42 
Е Ува, 
, 


Можно показать, что кроме веществениого периода 2, при А >> 0, 
функция Оы имеет еще мнимый период 


2, == 


И 2 | Ч 
Уа—в ; У 4—2 в’ 
. 
причем ® (©.} = е.. 


В случае Ах 0, пользуясь формулой (91), можно показать, что 
функция Юм облалает периодами: 


2 г 2 
> С. и 2, = 
УН Ун 
где М имеет прежиее значение. 
Разложение функции ий в ряд но стененям и имеет вид 


2. 


Е Заъа 
9 и? 253 8 
фи Ни Ри РЕ" 2 


График функции ®ы для веществеиных, значений аргумента и показан 
на фиг. 35. При А>> 0 корень е, > 0, и потому кривая не пересекает 
оси Ой. При АО ход изменения функцин Фи будет тот же, но 
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веществеиный корень 20 может быть как положительным, так и отри- 
цательным. Следовательно, кривая может не пересекать оси Ой, но 
может быть и так, что каждая ветвь кривой пересекает ось Ой 
в двух точках. 
Ё и $ 24. Функции 
дзета и сигма. Кроме 
р функцаи и Вейер- 
шетрасс ввел еще функ- 
ции Си (азета от и) 
и ой (сигма от и). Они 
определяются  равен- 
С ствами: 
в” [7 
[2 Я 


ВИ == — | Вийи 
и 
Киа 
ОИ 7} и ®. 
© 2 36 48 т.е В 
и = 
Фиг. 35. м аи 


Постоянные интегрирования выбраны так. что обе функции — нечетные. 
Пусть 2 есть какой-нибудь ив периодов функции @и. В таком 


случае 
(и -{ 25) ри. 
Умножая обе части этого равеиства на 4и и затем интегрируя, полу- 


чим 
С(е-Р 20) == би-Р 2, 


где 2\— постояиная интегрирования. Ее иетрудио определить. Пола- 


гая и ==, будем иметь (ю —= —№ю-|- 24, т. е. ==. Таким обра- 
зом приходим к соотношению 
Се -- 2) = ш-- о, (93) 


которым в дальиейшем нам придется воспользоваться. 
Интегрируя (93), находим 


тз(и-- 20) = Шои -|- 2щи Е Г, 


где Г — постоянная интегрирования. 
Переписав полученное равеиство в виде 


э(и-|- 25) = Геза - оц, 
положим и = —®. Это дает Г==е-®. Следовательно, 
с(и-|- 20} = е-29 @+%) - си. (94) 
Формулы (93) и (94) выражают результат прибавления 2 к аргументу 
функций (ии си. 


Заметим, что функции (Си и ей не принадлежат к эллинтическим 
фувкциям. 
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Исходя из формулы сложения функции Ф, можно получить для 
фуикиии {и соотношение 
ти — о 


С(и-н) —@— = ВИО (95) 


когорое можно рассматривать как формулу сложения для функции (и. 
В свою очередь из (95) можно для функции зи получить формулу 
СЕ ЕЕ). (6) 


62. 00 


Разложения фуикций Си и ой в ряд по степемям и имеют вид: 


1 2 в № = ш 
Еве 527 5 а Па и 
ви вы ви? | 


355 233557 022152757 00 


$ 25. Вычисление эллиптических функций. Покажем на несколь- 
ких примерах, каким образом вычисляются эллинтические функции. 

Пример 1. Вычислить фуикции зп и, спи и Чпи, если и —0,9683, 
а модулярный угол д = 15°. ` 

В таблицах эллиптических интегралов 1} находим, что если и ==0,9683 
и 1—=15°, то амплитуда ф-==55°. Следовательно, на основании формул 
зпи==$шо и спи==с0$ф имеем: 


зп 0,9683 == $ 55° == 0,81915; сп0,9688 == с0$ 55° — 0,5788. 
Далее имеем: 
дпи-= У 1— Я -за, Пюр@н и = 1,99001 
и 
Чни== 0,9773. 


Пример 2. Вычислить зп 8,7614, если модулярный угол и. 
Наибольний же соответствующий углу 1==75° табличный аргумент 
есть К = 2,7681. Можем поэтому писать ?) 


зп 8,7614 =5н (4К-— 2,3110) = — эп 2,3110. 


Обращаясь к таблицам, находим, что при и=2,3110 и при ЕЯ” 
амплитуда ф-== 83°. Теперь находим 


зп 8,7614 зп 2,3110 == — $11:88° = — 0,9926. 


1) Таблиц эллиптических интегралов на русском языке существует много, 
отметим трн из них: 

а) Янке и Эмде, Таблицы специальных функций, ГОНТИ, 1938. 

Ъ) Глазенап С. П. Математические И астрономические таблицы, изд. 
Академии наук, 1932. 

с} Сикорский Ю. С. Элемевты теории эллиптических функций с их 
` приложениямн к ьеханике, ОНИ, 1935. 

2) Изб 22 имеем 


зп (@К-- 0) =зпи и 5п(— = — Пи, 
`Обозначая и = — и, будем нметь 
эк = (К 9) = ме=з(—1) = —мп 1 
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Пример 3. Вычислить зп 0,7, если модулярный угол 1 ==60°. 
В таблице находим, что если 1 = 60°, то амплитуде 35° соответствует 
аргумент 0,6409, а амплитуде 40° соответствует аргумент 0,7436. 
Интерполнруя, находим о = 37°52/34”. Следовательго, 


5п 0,7 — зш 37°52/34" = 0,6136. 
Пример 4. Вычислить (@ 0,4536, если инварианты 


39 __ 85 
= и 8=3. 


Так как дискриминант А -— 2782 > 0, то применяем формулу 


ее: 7 
30): би-е- — 1, В данном случае корни: е, — _, 
(90): $ и ЕЕ) У р И 
.=—% ПО тЬ Модуль определяется по формуле 
Е т я 31124; 1=30°, 
Равиость корней е, —е.==3. Вследствие этого 80,4586 = 8+ 


3 
ог. Заметив, что 0,4586 УЗ — 0,7856, обращаемся к таб- 
И (0,4536 У 3) И: а 
лицам. Пользуясь ими, находим, что амплитуде 48° ссответствует аргу- 
мент 0,7671, а амплитуде 44° соответствует аргумент 0,7857. Соста- 
вляем пропорцию: 
ф$— 43° 0,7856 — 0,7671 . 
44—43 0,7857 — 0,7671 › 
Следовательно, 


ф-= 4359/45", 


0.4536 = — За. 
Произведя вычисления, получим 
0,4536 == 4,9679. 
Пример 5. Вычислить ® 0,1345, если В ==-—24, 2 =—— 28. 
Здесь А < 0. Корни: е, 1а 8. ве =— 1 и 6 “и ив . Поль- 
зуемся формулой (91) 


С. 1 е@: УР) 
Е Ун)” 


В данном случае: тт, п—=3 Е о И 9т2 | и? —=3. Квадрат 
модуля в—=- С р ‚ 5 ь ; 1==60°. Вычисляем сн (2 УН)- 


Имеем сн (2и Ун) = 0,4659. Но, согласно таблице, аргумент 0,4659 


соответствует, при 1 = 60°, амплитуде 26°. Следовательно, си (2и ИЕ) == 
== 60$ 26°. Поэтому 


8 0,1345 =е,-- На ——1- 3 с 13°. 
Произведя вычисления, найдем Й 0,1345 = 55,258. 
98 


37. Диференциальное уравнение колебаний маятника. Представнм 
себе, что физический маятник совершает колебания около горизои- 
тальной оси, которая проходнт через точку О (фиг. 36). Примем эту 
точку за начало координат, ось ОХ направим горизонтальио, а ОУ — 
вертикально вниз. 

Обозначим: начальный угол УОРь отклонення маятиика буквой а; 
угол УОР — буквой 6; массу маятиика— буквой 21; расстояние от 
центра тяжести С маятиика до точки привеса, т. е. ОС, — буквой Й. 


0 


= Хх 


УР 


Фнг. 36. 


Тогда момент инерции маятника относительио оси, проходящей 
через точку С и параллельной оси вращения, равен /М”, где г— 
радиус инерции относительно первой оси, а момент инерции относи- 
тельно оси вращения 


ГМ. 


Так как момеит силы тяжести относительно оси вращения равен 
— Мой 6, то двференциальное уравнение вращения тела около оси 
21 напишется так: 
428 а 
Мы == — Мой эм 6, 


или 


= 


(+ в) == — 53116. 


При выводе этого уравиеиия мы пренебрегли сопротивлением среды, 
В котсрой совершаются колебания маятника. 


к 
Положив > ЧЕ = получим 


426 


Гай 


—-— 53116. (98) 
ТИ — а 
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Продолжив прямую ОС, отложим на ней отрезок СР=®. Найден- 
вая таким образсм точка Р вазывается центром качания маят- 
вика, а длииа [— приведенной длиной его. Точка Р обладасг 
весьма замечательным свойством. 

Представим себе, что маятник снят и подвешен к оси в точке Р. 
Вычислвм приведенную длину вновь полученного маятника. Эта длина 


7? 7 
А==ер-ЕСР=й-Н-, т. в. [=4, 
Таким обр азом выходит, что если маятник подвесить за центр кача- 


ния, то прежняя точка привеса сделается новым центром качания. 
49 
Умножим левую часть уравнения (98) на вто 4 а правую — на 49. 


Заметив, что ча -а ты мы сможем уравнение (98) переписать 
в виде 
90 „48 Е 
114 (31)= — в50 6. 
Интегрируя, найдем 
1 = 208, 


где Г-_произвольная постоянная. Заметив, что угловая скорость 


48 
=—=0, когда угол 6 =-Еа, будем иметь 


Е 
== 72с0з&-Т, 
откуда 
(&) —= 22 (с0$ 6 — с0з а) 
и 


8 \2 ры $ 
р а 372 
(%,) =4и (5 5 — Ш р 


где положено 2: {== и?. Извлекая квадратный корень, получим 


= 2п У === — 512 ы (99) 

` 
Здесь мы выбрали знак плюс перед корнем из следующих соображе- 
ний: считаем, что 8 «0, еспи ОР лежит в угле РОР, и 6>0, 
если ОР лежит в угле РОР.. Отсюда следует, что при переходе 
маятника из положения ОР’, в положение ОР, 0 возрастает и, следо- 
вательно, (48/4 > 0. За начальный момент выберем момент перехода 
маятника через положение равновесия. Тогда, отделяя в (99) перемен- 
ные и интегрируя, найдем 


ей 


в 

о = 

и Я 
— =. 
: И == 5— 3112 5 
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Преобразуем под знаком интеграла переменную, полагая 


ды а 
$11 -5- 2591 5 ЭФ, 5 
тогда 
в 6 зт->- 608 Ф- 9 
а== 
2 и а 
1— и. зи? ф 


Когда 0 меняется от иуля до 0, то х меняется в пределах от нуля 
до ©. Следовательно, 


1 © 
а 
п | Ут 
о 


тде Ё = 5. Отметим, что модулярный угол этого интеграла =. 


$ 


Обращая же последний интеграл, найдем 


ф == ат (12) == ат ( УЕ ): 


[2] 
Как это видно из равенства (99), угловая скорость ди станет равпой 


нулю, когда маятник займет положение ОР», симметричное с положе- 
нием ОРх относительно оси ОУ. Время колебания маятника при пере- 
ходе от положения ОР% в положение ОР: 
п 
вы“ [ 9$ Г 
п) У! — зу 


При малом угле ©, откидывая член А? зп?о, получим известную фор- 
мул 
улу р 


С 1 
‚а 


Пол" зуясь таблицами эллилтичес- 

ких интегралов, нетрудно вычис- | 

лить время колебанвя маятника 

при каком угодно назальном угле 

отклонелня а. Наприьер, еслн Хх 
60 тот 30%, и Е ум 0 


Т= 2.16558 =3316 1 
Г. я 


© 


38. Псевдозармонические ко- В 
‘лебания. Представим себе упру- р 
гую проволоку, натянутую си- 
лами Р между точками Аи В Фиг. 37. 


(фиг. 37), и массу иь при- 

крепленную в средней точке О проволоки, длину которой АВ обо- 
значим через 2/. Примем точку О за начало координат и направим 
ссь ОХ перпендикулярно АВ. Пусть в начальный момент =0 масса 
т была некоторой силой выведена из положения О и заняла положе- 
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ние ДО, причем Ор==а есть величина, по сравнению с { малая, 
В точке О масса т была предоставлена самой себе (без начального 
толчка). Это значит, что начальная скорость движения массы т равна 
нулю, т. е. 


жа н (4), = при #==0, 


Пусть М есть какое-нибудь положение массы зи. Пусть е есть 
относительное удлинение проволоки АМ. Мы видим, что 


ды УР 1 нк 2? 
1 КУв-- 2-1” 
Пренебрегая малой, по сравненню с 2, величиной х получим 
ей 
= —= 77 . 


Пусть Е обозначает площадь поперечного сечения проголоки н 
Е — модуль Юнга материала ее. Тогла в каждой нз частей МА и МВ 
проволоки действуют натяжеиня 
ЕБх? 


в-- ап. 
Сумма проекций этих натяжений на ось ОХ равна . 


ЕЕ? 2х 2Рх ЕЕхЗ 
р у Р-Р. 
( р. а 


Здесь мы опять пренебрегли малыми величинами порядка выше (4/1), 
Диференциальное Уравнение движения массы т будет 


2х 2Рх ЕЕх 
ВА. ВЫ (00) 


Движение, совершаемое массой т, согласно этому диференциальному 
уравнению принадлежит к числу так называемых псевдогармо- 
нических колебаний, Вообще под этнм названием известны 
такие колебания, в которых „гибкость“ системы завнсиг от переме- 
щення (см. Тимошенко, „Теория колебаний в инженерном деле“, 


ЕЕ. 
стр. 73). Если член в Настолько мал, что нм можно пренебречь, 


то, откидывая его, мы приходим к случаю гармонического колебания. 
Чтобы проинтегрировать уравнение (100), умножим левую его часть 


на -„; 4, а правую — иа 4х. Первый интеграл представится в виде 


тГах\з Рх? реа 
с 
Принимая во внимание начальные условия, имеем 
Ра? ЕЕ 
т 
поэтому 
4х 2Р о Ем , ра 
=] =. (09— Е Е ыыы. 
(4) =@ № (1, РИ Эт }} 
Положим 


ЕЕа? 


= и ЯРЕ-РЕРЯ ==. 
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Будем иметь — 


Е 4РВ -- ЕЕ? 
(у та-ваме» 


ИЛИ 
а АР -{- ЕЕ 
(1) =ва-ва-*®), ге ре. 
Отсюда 


8 ву. 


Перед корнем взяг знак минус, так как & есть убывающая функция 
от Е. Полагая #==с0$, получим 


С еее 
— 2? 
И 
У: это 
где 
р ЕЁа? 
в Ее = == = 
12 = тр = ара -+-2ЕИ <!. При 2 ==0 имеем Е=1 и ф=0. 
Поэтому 
О $ 
ЕТ в 
ИТ 1 
у | Ут зу’ 
о 
следовательно, 
Ф== ат ой ве 
утв’ ы у 
и уравнение движения 
[22 
х=ас———. 
у: 
В начале координат &=0 и ф=о. Если под периодом колебаний 


$ 
понимать время, в течение которого масса т из положения ДО перей- 
дет в Е(ОБ==а) н вернется обратно в О, то период колебаний 


тАЗУИ, 


39. Изгиб брусьев 
равного сопротивления; 
прямоугольное сечение. 
Предположим, что на ле- фиг. 38 
жащий на двух опорах й 
„брус действует нагрузка, меняющаяся по закону параболы АСВ {фиг.38). 
Если выбрать оси координат, как показано на чертеже, то уравне- 
ние этой парабоны булет 


аН 
у=-в и— м). 
Здесь Н-— высота параболического сегмента, а [— длина бруса 
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Если 9 есть нагрузка, соответствующая 1 см? площади АСВ, го 
вся нагрузка 


реакции опор 


Будем теперь через У обозначать прогиб бруса под действием Ука- 
занной нагрузки. 
Граничные условия здесь таковы: 
1) уУ=0 при &=0; 2) у==0 при х==А 


Предположим, что брус представляет собой балку равного сопро- 
тивления на изгиб, имеющую постоянную ширину прямоугольного 
поперечного сечения равную @н переменную высоту #. Пусть Р—пло- 
щадь А5Р, а 2 плечо, относительно сечения $, нагрузкн, соответ- 
ствующей площади Р; тогда 


2н 
РЕ за (82 — 258), 2- У: 


где х— абсцисса сечения $, а 2, — абсцисса центра тяжести пло- 
щади А$Л. Но, как нетрудно видеть, 


4х — 347 № в 27х— 2 
ТЕН ЕЕ 


Вследствие этого изгибающий момент в сеченни $ 


М=- Раг- Ах г © —28-- у). 


Пусть Ю— напряженне в любом сечении бруса (© = сои и 
2 момент сопротнвления этого сечения; расчетная формула 
г Ю дает Ё г За -- р. 
Предполагая изгиб малым, будем пользоваться приближенным дифе- 

ренциальным уравнением упругой линии 

ВЕ 
гле Е—модуль Юнга для материала, из которого сделан брус, 
а Е В омени ннерции поперечного сечения, 


12 
Диференциальное уравнеине представим в виде 
р в _ (101) 


м Уж» 


21./ В 1 
где а р тй Полагая %-==5 (1-[0), уравнению (101) можно 


придать внд 
у т 


Ы - УИ ав (та) 
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Отсюда 


Е 
| - - - | 102 
5 Щи. (102) 
ь ав (5: 
о 
Примем за аргумент интеграл 

Е 

а (103) 


Е | 
. . У “-э(-15) 


1 . 
квадрат модуля которого А. Положив А==$ш-4, будем иметь. 
12=26°34”. Обрашая (108), находим 


Е=51и, У! Р-н "И 1—5 = пи. 


Вследствие этого (102) дает 


дук Чяпи-|- Спи, 


откуда 
уу (ити — [зпи4и)-- Сзи-|- С, 
Принимая во внимание, что 
[Га иди — — 1 п (апи--& спи), 
находим 
Тизп и 
= т -- Г (@пи- сп) -|- Спи С, (104) 


Произвольные постоянные Си С, определим, подчиняя равенство {104) 
траничным условиям. Предварительно, однако, заметим, что Ё=— 1 
и и— К при х=0 и =1 ин=К при х-=А Здесь через К 
обозначен полный эллиптический интеграл первого рода, модуль 


которого равен = Приняв во внимание, что 5пК=1, СК =0и 
и 
@К = =» Находим 


С=0 и С =— 7102 


2 
У5° 
Вследствие этого имеем 


тк и иене. 


1 
В то же время х= 5. (1-Е зпи). Два последиих равенства предстаь 


Вляют параметрическое уравнение изогнутой осн бруса. 
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Стрелу прогиба Г получим при ее, т. е при Ё=0 н и==0; 


2 у Е 
тогда получим № 
5-1 К 
й (о У -) 
2 У5 
или, находя значение К В таблицах эллиптических интегралов, 
1=-—- 0,2611. 


Если, например, /=200 см, Н=50 см, 6-=20 см, Е= 00000 кг/смЪ, 
а=2 каема, В = 200 и то Г ==—- 0,98 ем. 

40. Изгиб бруса равного сопротивления; круглое сечение. реле 
жим, что брус круглого поперечного сечения, лежащий на двух опорах, 
подвергается действию равномерно распределенной нагрузки, интеисив- 
ности @ кг[см* Поперечные размеры бруса подобраны так, что вор- 
мальное напряжение равно допускаемому. 

Граничные условия, очевидно, таковы: 


1) при х=0 ордината у==0; 2) при х==[ также у==0. 


Здесь [-— длина бруса. 

Пусть г есть радиус его поперечного сечения, удаленного на рас- 
стояние х от левой опоры. Изгибающий момент для этого сечения 
булет 


М=1(&— 4). 


тез 
Момент сопротнвления = 4: 
Если Ю обозначает допускаемое напряжение, то уравнение 
© м_ ы 
пя 


дает 
3/24 ито 
‚= УЖ— м. 


Вследствие этого момент и 


1 4 Е ЕЕ 
= ий == в Ук м. 
Дифереициальное уравнение упругой линии будет 
5’ == А, 26. 
Е, 
Г 1_ И 
где = - Полагаем х— 5 ==-5- , представим уравнение в виде 
6 у ВЕЕР 
Гот: 7 в’ 
откуда 
3/16 @ 2 
й |= с 
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Пусть УЙ—1=, т.е. #==2У47-Р4; знак минус соответствует 
изменению Хх в интервале от 0 до 2, а плюс изменению х в интер- 
вале от {2 до 2. Тогда 


Примем за аргумент ннтеграл 


со 
ра | 42 
) У 4-4’ 
2 
обращая который, находим 2 = и, причем инварианты 8. =0и а: =— 4. 
Корни ы 
в. = РУЗ, ив ЕЕ 


При изменении х в интервале (0, {]2) функция Фи убывает от 0 ло — 1. 
При изменении х в интервале (1/2, /) функция би возрастает от —1 


до 0, Прн х== 5 аргуменг и становится равным веществениому полу- 
периоду ®›. Производная Ри 4— в первом интервале и 


"и —--У 428-14 —в0 втором. 
Вследствие этого для обоих интервалов 


+ 
т - ==Зйиа4и. 
У 
Следовательно, 
3/ 16 ау 
Е - (о 
но 87 | риаи-- С 
ИЛИ 
18 в 
=" ЧЕНЕЗКи-Н С 
Принимая во внимание, что 4 == З0Зи ди, далее имеем 
аб. 


ву=9Т [| бщтиди-+ 36 Г Риаи-|- с, 
Но при в. =0 имеем (#6)? ==4®3и—о., и ге "и и | иди = 
= 
Интегрирование по частям лает 
Г и ?иди = г [рок -- 29] р 
Вследствие этого 
3/16 Е 
Пу 8Г [ и. и] Си -- С, (105) 


Произвольные постоянные Си С; определятся иа основании гранич- 
ных условий. Пусть #5 есть то значение аргумента и, при котором 
Йи—0. В таком случае ®’и) ==—2, ©” (2%, — и) =2. Подчиняя (105) 
граничным условиям и приняв во внимание, что 


$ (2, — и) = 2, (и, 
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получим 
ЗТщ--С—С,=0 и —ЗТщ-|- 6, СНС, =0- 
Определив отсюда Си С, н внеся их значения в (105), имеем 


9/16 зт з 1 
ут [рии 69 2—0 #7]. 
Кроме того, * 

= @-- 284. 
Последние два равенства представляют параметрическое уравиение 


нзогнутой оси бруса. Прогиб Х получим, полагая в выражении орди- 
наты и==®,. Приняв во внимание, что ©’, =0 и Я, —=—-1, будем 


иметь 
Ор М 
У зы). 


1 био 
= О 
Сино = шин ЕЕ 

положим #=й, И Ф—= — 65 получим 


био ба =51--6 (4% — 6), 


ЗМЗ 
1-3ТУ $ [5 (&ы—1)]. 
Для числового примера примем 


1200 ем, Е=2000000 кг]ем?, 4=20 ке/см?, В == 1000 ка[ем”. 
1--2УЗ 
2 


В формуле 


откуда 


> ип= ь У 3. Следователь 


но, Н-== Ут? -- 2 = У 3. Модулярный угол определяем из уравиения 


Вычнсляем «». Так как © ‚тот 


Е т.е. воет У 3:6 ==75°. ой 


Но, согласно таблицам, ири 6 = 75° полный эллиптический интеграл К = 2,76806; 
значит «2 = КЕ 2,1033. Вычисляем що. Пользуясь формулой (91), при Ящ =0 


у х 
имеем сп (2 УД) ней Е У 42 15°. Отсюда са 2К—2щ УЯ)= 
&—Н И Е 
—4е 15°. Пользуясь таблицами и иитериолируя, находим, что ЖК—2щ УН= 
=:1.84557; що == 1,4021 и © — що = 0,7012. При помощи (97) накодим & («2— ио) = 
= 1,4361. Поэтому Х = — 0,56 см. 

5 26. Интегрирование уравнений посредством степенных рядов. 
Интегрирование диференциальных уравнений посредством степенных 
рядов может быть выполнено либо путем разложения ‘неизвестной 
функции в ряд Тэйлора-Маклорена, зибо путем разложения ее в 0боб- 
щенный степенной ряд с иеопределенными показателями и коэфициен- 
тами. Благодаря чрезвычайной общности прием этот весьма ценен 
как в теоретическом, так и в практическом отношении, Если им 
пользоваться с надлежащей осмотрительностью, следя за сходимостью 
получаемых рядов, то он может дать хорошие результаты. Заметим 
только, что, иитегрируя уравнение посредством ряда, мы тем самым пред- 
полагаем, что искомая функция слособна разлагаться в степенной ряд. 
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Пусть дано дифереициальное уравиение 
Фо у, У", .-., У) =0 (106) 


и известно, что когда аргумент Х-==а, то 
9 м (У __ 
»=8В, х=В,, \ =В., .. № =В„ 


т. е. известны зиачения как самой функции, так и ее производных, 
начиная с первой и кончая производной порядка (п— 1). Решая урав- 
нение (106) относительно у), будем иметь 


УЕ У У, ... У). (10?) 
Диференцирование (107) по х дает 


де | ое де де 
Е В о а ео 


Если заменим здесь у) ее значеннем из (107), то увидим, что про- 
изводная у@+О зависит только от х, у, у’, у", ..., У@- В, т, е, 


У = РА ууу", -- 0-1). (108) 
Днференцировакие (108) дает 


2) ЭР: 9 9: ОЕ 
Ба. Ре 


Если и здесь заменим у@) ее значением (107), то увидим, что и про- 
изводная у@ +9 зависит только от х, у, у’, у", -.., уе, т. е. . 


УЕ, уу, у", ..-, У@-О). (109) 


Повторяя ту же операцию, мы увидим, что и все дальнейшие про- 
изводные являются функциями только от х, у, у’, у",..., у@-, т.е. 


уе = 3 У У, У", -.-, У®-0), 
уе = Р.(х, уу, у", ..., Уй-У) 


Я т. д. 

Нели в равенствах (107), (108), (109) ит. д. заменим х, у, у", 
У’, ..., у@-5 их частными зиачениями @, В, ВА оесю В о 
получим: 

РР № в, №. 
т 
В р, а (110) 
=») 
Ее 
ит, д. 


Теперь применим к искомой функции формулу Фэйлора: 


у п — а} С —а- 
УеНе-  ...Но 
--у® Вит 


ш 
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а т 1 
и заменим У, Уз У -- ву > их значениями В, В,, В», Ву ..-, В, 


п—1? 
в р уе ... их значениями из (110). Мы найдем выра- 


жение искомой функции 


у вв, («в А... | 
ЕВ ЕА-ЕР (а, В, В Вь = В, 


1! 
фаре 


+в, @, В, В... В, ры + ый @11) 


в виде степенного ряда со вполне определенными коэфициентами. Если 
ряд этот сходится, то он может служить для вычисления значений у. 
Надо, однако, заметить, что выполнение вычнслеиий на практике 
обыкновевно весьма утомительно, в особенности при слокиом виде 
фувкиии Р(х, у, у’, У',..., У@-0). В этих случаях приходится поль- 
зоваться другими методами. Некоторые из них рассмотрены ниже (см. 
главу о приближеином ивтегрировании). 

Мы считали величины В, В,, ... заданиьми. В этом случае (111) 
представляет частный интеграл уравнеиия (106). Но эти величины можно 
рассматривать и как произвольные постоянвые. В таком случае (111) 
представит общий интеграл уравнения. В частном случае, когда а =0, 
получим иеизвестную функцию разложениой в ряд Маклорена. 


В виде нримера проинтегрируем уже рассмотренное в 18 ураввение гармо- 
нического колебательного движения 
2х 

ав 


посредством разложения иензвестной фуикции х в ряд Маклореиа. Положим, 


-- №х=0 (112) 


ах 
что в момент ё=0 фуикция ж-=а и производная ее — = ==а. 


Е 
Диференцируя носледовательио уравнение (112), будем иметь: 
@х 4х 1х 2х @х ах 
2 = 2 м. 4 
ав Па. ав а 
6х 


Е ==, .. (112) 
а Е 


Замеинм в уравнениях (112) и (112а) хи Е: нх иачальными значениями 


ж=а и (=), а. Это дает: 
С ый 


@х т а о #%\ @х 
(=), =>. (ап), — (=), > (=), та 


записывая разложеиие неизвестной фуикции х в виде ряда Маклорена, иаходвм 


х=м- (р) (ав), эт (в), зе (ак) чт + == 


Вх — 
8 после замены Ху, (=), . (=) р (=) ‚ --, ИХ значениями: 
о о 


Е | 
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т.е. з 
х= 2с0з зп А 


Мы иным путем пришли к полученному райьше результату. 

Так как первый из обнаружеииых нри решении рядов выражает с03 Аё 
а второй зп Аё то интеграл удалось иаписать в замкнутой форме и необходи- 
мость в исследовании сходимости рядов отпала. Это случай весьма редкий. 
Вообще же получаемые ряды приходится исследовать при помощи известных 
‘из анализа признаков сходимости. 


6 27. Гамма-функции. Рассмотрим ивтеграл 


[::) 


| Ра, 


0 


в котором показагель п_>> 0. Этот интеграл обозначим через Г(и) и 
назовем гамма-функцией ог п. 

Открытая Эйлером гамма-функция имеет широкие примеиения 
в самых разнообразных частях математического анализа; мы здесь 
вкратце изложим ее наиболее важиые свойства. 

Основное свойство гамма-функции состоит в том, что 


Те =иГ(@о). (113) 


Действительио, интегрируя по частям, будем иметь 


Ре = Гелехтвя = [-- ея] + п Г ее хт-1ах. В. 


[о 


Но для п> 0 функция е-?х” равна нулю как при х==0, так и при 
Х —= со. Следовательно, 
Ген = Г). 

Заменяя в (113) параметр я последовательно иа п—1, и— 2, 
п—3,.... ПШ— А, где А есть число целое, мы получим ряд равеиств: 
Тт®=(и—ПГ(и— 4), 

Ти =@—2)Г(а— 2), 


а 
Г) =Ш—П@и—2)...в—ЮГеи— В). 
Заменяя же л ва п- А, находим 
Ги--=@-А Пе Е—2)..."ГО. (114) 


Отсюда видно, что, составив таблину значений функций Г (п) для 
зиачений параметра п, заключенных между 0 и 1, мы, пользуясь фор- 
мулой (114), сможем вычислить значения этой функции для любого, 
большего единицы, значения параметра. 


Например, ЕР . 
г(3)-=з:з-зГ(3). 


г@=@—10@—2...3.5.1.Га). 


Отсюда 


При п целом 
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со 
Но Г(1) = | е-= 4х =1. Следовательно, 
о 


Г) =1.2.3...(п— №) =(@и— 1) 


© 
При пт будем иметь г(5)= Г г" хх. Положим х == 28; 
о 


тогда Г (+) = Голеак 
о 


Но, как известно, 


следовательио, 


Значит, при целом п 
ы 1 пб а 
газ) = ух. 


Мы определили функцию Г(и) для п> 0. Но понятие о функции 
Г(*) распространяется и на отрицательные значения параметра и. Если 
—1<л<.0, то фуикцией Г() называют выражение 


геи!) 
п $ 


Точно так же, если —А«п< —А-|-1, то полагаем 


ды ги-ю) 
Г) (Пети @ От’ 


что согласно с формулой (114). 
Например, 


Пе г(т) 
С7-Е9С5Е 


м о 64 3 
"9-86 

Весьма важно заметить, что при п=0; —1;,—2;.., функция Г(и) 
обращается в бесконечиость. 

Извество из алгебры, сколь важное значение имеет разложение 
целого многочлена на множители. Мысль о разложении на множители 
естественно распространить и на другие рассматриваемые в анализе 
функции. Разница будет состоять в том, что в то время когда при 
разложеиии на множители целого многочлена число множителей полу- 
чается конечным, при разложении других функций оно получается 
бескоиечным. 
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Принимая во внимание, что разложение ма множители является для 
икции” весьма характерным, мы представим функцию (и) в ниде 
бесконечного произведения. 
Прежде всего заметим, что 
ее з» 


г) 


‚Г ее хи—1Цх == Ши | е®хи—1щ4х, 
Г ис Г 
известно. 
Но, как , а 
е-® — Ит (1 ——}. 
> со 
Заменяя под зваком интеграла функцию г_® ее значением (строгое 
показагельство возможности такой замены можно найти, например, 
в книге Р. О. Кузьмина „Бесселевы функции“), будем иметь 
ой 


Г (1) = ит | (1 хи ах. 


в 


Иитегрироваиие по частям дает 


е Гл = им ан —1 

х ЕЯ 2 х т | х Е 
Г (1 =) р п р т Е лт т т =“ 
о о о 


т 


и 
т х 

= | (1 —=) хпах. 
ат т 


о 


, 
Повторяя операцию интегрирования по частям т раз, приходим 
к равенствам: 


эп. т 


„ „1 
Г (1 —=) хнгах ЕЕ | (1 г) ИХ — 
т ит я 
о о 


зв 


т (т— 1) =) = +1 РВ Е 
па т (1 т Е о56 
о 


т 
т(т—1}...2.1 1 [ дел = т(т—!)...2-1 ити 
о 


па ат) вин перу. дит)“ тт ^ 


Следовательно, 


бон 
Ге) = Ша РЕЙ . т”, 


1 
зи И (+ 1)... (п-т) 
Полученное равенство представляет выражение функции Г(и) в виде 
бесконечного произведения. 
$ 28. Уравыеииг Бесселя; функции Бесселя. Мпогие вопросы 
математической физики и механики приводят к уравнению 


ху" -- ху’ -| (< — 2) у=0, (115) 


нзвестному под названием уравнекия Бесселя. Аргумент х может при- 
нимать в нем не только вещественные, но и мнимые значення. Пара- 
метром и может быть любое задавное чиело. 
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Решение уравнения Бесселя будем искать в виде эескопечного ряда 
у-ва -- арке | арке | арен"... 


Составив производиые У’ и У” и подставив их значения и звачение у 
в (115), получим 


(р — "арх -- (+ Пир ацятна | {Кр -- 2—7] а, ао} хе #-|- 

КЗ — ия] ана} хат Кр — пара} «2 --... 550. 

Так как это равенство есть тождество, то должно быть: 

(ад, р-р, ==0, Кри а, ==, 
Кр-Е 3) — Я аз-ра, =0 ит. д. 


Из этих уравнений следует, что р==н или р==— п и что а, =0, 
Вследствне этого аа=а,=а,==... ==0 и, далее, 
— 60 а ад 
По р-Еафт* “4 рф 
С 


— РЕЗ ИЕ и № 


Полагая в этих выражениях р==и, находим: ^ 


— 5 20 


2.410? “2-м 
—& 
ЕС СЕ о: 


Зная значения этих коэфициентов в выражении у, имеем 


25 


вв — 


о __@ВЕ @ру Е 
= 1 Тео Ре итЕЭ 


РИ 
И ЗС ЗЕВАЙ -..]. > 


Теперь положим р—— п; тогда получим 


— и (9 
о р У РЕ СВЕ т+2) 


(г) й 
1.2.8-(-п-++ Св --С-п- 3) НЕ ов т (119) 


Выражеиня у, и у. представляют собой частвые решения уравнення (115)- 
Коэфициеит ао в том в другом является произвольной постоянной. 
Обыкновенно коэфициенту 4 придают определенвое значение, 
связанное с эйлеровой функцией Г(и). А именно, полагаюг в выра- 
жения У: 
1 
а == 
© ээги-Е!' 
< в выражении уз 
1 
© 2-пр(-п-Е И. 
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таком случае, заменяя обозначение у, на Л, а у. — на /_„„ получим- 


В 
ев" («РУ (8 о] 
ЛЬ Ти) Ги Ге о@еа **° 
г = 
ву” Ру Ри 
[С иЕо Нттстячтеич --*] 
или короче 
ее ь (хрен 
й № ЕС (18) 
- = 


[29 э--3 


1 У ТЕ ЕАО. 


(119) 


Получеиные ряды сходятся при всех конечных значениях х. Функцию / 
называют бесселевой функцией первого рода и п-го 
порядка. 

При нецедых значениях и функции /, и Г_„ представляют два не- 
зависимых частных решения уравнения (115), общий интеграл когорого 


Уи С, . (120) 


где С, и С.— произвольные постоянные. При целых зиачениях пара- 
метра п решения /, и /_„ перескают быть независимыми. Действительно, 
в этом случае функция Г(—-я-- #--1) для всех значений А от О до со 
обращается в бесконечность (см. предыдущий параграф). Ввиду этого 
в выражении (119) для /_„ первые и членов обращаются в нули, и мы 
булем иметь 


[р ыы 
1 > ‹ 1% тяг ° 


ВЕ 


Заменяя здесь Ё на и-|- А, получим 


га и ут 2% 
= УС а Зе 


Следовательно, при я целом выражение (120) общим интегралом 


диференциального уравнения (115) служить не может. 
В случае, когда и==0, уравнение Бесселя принимает вид 


1 
Е О (21) 
и допускает частное решение 
Е] 1 а 1 ы 
= 1— (2 (ет (=) зд (ме)... 
Здесь мы имеем функцию Бесселя первого рода и нулевого порядка. 
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Второе частное решение уравнения (121) будем искать в виде 


у==а (х) ш х-На-рах ах? -... (122) 
Образуя производные у’и у”, вносим их значения в уравнение (121), 
принимая во внимаиие, что ы 


и г” 
ме =, + ^=0 
и что 
й 2х 43 6х 
1 о -ЭЕ.2т ЗВ. —=... 
Если затем коэфициенты полученного тождества приравняем нулю, то 
для определения величин а, 4, а., а»... получим уравнения: 


—а-+ 2а,-Н а, =0, 
22-4 р 
часа 4, аз =0, 


а для величин 0:, @» @»..- будем иметь уравнения: 
2—0 За, а, =0, 55 га, —=0,... 
Отсюда, полагая а =0 и а=1, получим: 
1 1 1 
аа: =а,=... =0 й ВЕРЬ би —= эе (5), 
1 1 1` 
з . ее (1-3), ... 


Подставим найденпые значения коэфициенгов в (122) и заменим обо- 
значение у на У.- Мы находим 


с ее 


«Функцию И, называют функцией Бесселя второго рода и нулевого 
порядка. 
Общий интеграл уравнения (121} 


== СИБ-- СУ 
тде С, и С, — произвольные постоянные. 
Не приводя доказательства, заметим, что при п целом и не равном 


нулю, кроме частного решения По существует еще не зависящее от него 
решение, которое можно представить в виде 


) ыы хи —в+2в те съ" * т : В 

х\__ и—й— х \ &(@р) м 1 

1 (5) 2 о м ты 2 20 1) Е! (П--Ёл > т * т 
&=0 &=0 28 =. = 


Его называют функцией Бесселя второго рола и и-го по- 
зядка- 

Функции Бесселя могут быть вычислены для различных значений 
чараметра # и аргумента х. Числовые величины функций могут быть 
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табулированы. Весьма подробные таблицы со множеством отпосящихся 
к бесселевым фупкциям формул можио найти в кииге Янке и Эмде. 
Таблицы специальных функций. Эти таблицы в настоящее время изданы 
на русском и украинском языках. 

Между функциями Бесселя с последовательными индексами можно 
становить некоторые соотношения. Дадим одно соотношение, имеющее 
практическое значение, Образуя производные, находим из (118) 


а а 
Е) = "Ь-ь у о") = — 


Перепнсав эти равенства в винде 


а 
НА ЖИ, | 


ат» и = 
хм ЕЕ | вх" М = ь х* та 
поделим первое из них иа хи-1, а втор-е — иа х-'-1 и результаты 
вычтем;у получим равенство 


аш, = (а -Е 1) 


связывающее три последовательные функции Бесселя. Оно дает возмож- 
вость вычислить одну из трех функций, когда известны две другие. 

Известно, сколь важное значение в анализе имеет разложение 
функций в тригоиометрический ряд (ряд Фурье). Это разложение вы- 
полнимо вследствие ортогональности функций синус и косинус, выра- 
жаемой равеиствами: 


х ы 


[ эпих с0$ тх 4х = 0. И ших тих 4х = | 


—= 


0, нЕт 
с ИЕ 


—я Р\ 


т 


0, иш 
‚[ зови совиьийх = о 


т, ==. 


—® 


Равенства, аналогичные этим, можно установить и для бесселевых 
фуикций. Заменяя в уравнении (115) х на Ах, нетрудно убедиться 
в том, чго фуикция Г, (Ех) удовлетворяет уравнению 


ФЕ т ар (Ах о 
О (=) 1, 0, 


что можио переписать та 


а [ и + (= "у (Е =0. 


‘ах 


Пусть А; и №› обозначают два значения числа Е. Тогда 


а 1, (вх) 28 п? 
в ыы | чм (ах = =) Е. =0, 


ах 


ы [- а Я ат 2х "1, (д) -=0. 
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Умножим первое из этих равекств на Г, (Ах), а второе на (Ех) 
и результаты вычтем. Это дает: 


аг ве р ага 
п | о О -- 


ера» =0, 


или 
4 а, (Е ар 
Ах О] + 


НЬЮ, =0. 


Будем интегрировать это равенство в интервале (0, 1). Результат будет 
такой: й 


ЕР ХХХ, ЮГЕ 


-@—#) Г 21, (в) 1, ах = 0, 


причем я 
а (Ех г 
Е ==, (Ах): 


Пусть п> 0, тогда, как это следует из определевия, 


а реву 
1.=(5) У 1 ТЕГ › 


и выражение внутри прямых скобок при х-=0 обращается в нуль. 
Следовательно, ь 


СГ, (т, (В, 1, 
1 


А) | хх) Г, (Ех) ах=0. (123) 
о 


Пусть теперь числа А, и Ё,— два различных корни уравнения 
С) 50. (124) 


В таком случае приходим к равеиству 
1 
ГГ, д их) ах 0, (125) 
о 


выражающему свойство  ортогональности функций УХЕ, (#х) н 


Ух/, (4х). 


Второе равенство, относящееся к тому же свойству, имеет вид 


т 
2 Тз 
ред), 026) 
о 


где А; есть коревь уравнеиня (124). Докажем это. 
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Пусть в равеистве (123) 2, озиачает один из корней ураввения (124), 
- какое угодно число. Равенство (123) принимает следующий вид: 


1 и 
Е 1 (Е, >) 
[ 598 (Хы (.^) 4х = Е о 
1 В 


о 


а № 


Пусть №2 — А. Правая часть при этом делается неопределенной. 
Применяя правило Лопиталя, найдем 


1 
„бд, ах 11. 
ь й 


Я 
но раньше мы видели, что ту [ЖА (м) - ой (). 
- 
Полагая здесь х==А» получим Г, (#,) = — 4). 
Следовательно, 


1 


1 р 
Гр бхакти). 
о 
Пользуясь равенслвами (125) и (126), можно заданную функцию 
разлагать в ряд по функциям Бесселя подобно, тому, как это де- 
лается при разложенин функции в ряд по синусам и косинусам крат- 


иых дуг (ряд Фурье). 
Отметим еще случан вырожденин бесселевых функций. Всли в {111) 


1 
и (112) положим п==-, то полузим 


2% 
На _ =; пх 
1 1== Ис х. 
-в 


Производя выкладки, нужно пом- 
нить, что 
г =Ттаю ==. 
2 
Можно показать, что вообще в том 


ю 


и 


случае, когда ит, где — 


число целое, бесселевы функции 
выражаются через элементарные. 


Например, Е 
в = о — 05 х) 
и 
Е И: 50$ х Фиг. 39. 
= 2 (т х + г )} 


Бесселевы, или инлиндрические, функции, к изучению которых при- 
шел Бессель в одном мемуаре о планетных зозмущениях, имеют широ- 
кое применение в приложениях математики (Фурье, в „Тьеопе апа1у- 
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Ичие 4е 1а спец“, рассматривал эти функции ранее Бесселя, по для 
значений и =0). Необходимость применелия бесселевых функций встре- 
чается, главным образом, в тех задачах, в которых исследуемое тело 
имеег форму кругового цилиндра. Ноэтому бесселевы функции вазы- 
зывают иногда цилиндрическими функциями. Ниже на неко- 
торых примерах мы дадим понятие о применении бесселевых функций. 

На фиг. 39 представлены графики 
функций Бесселя первого рода нулевого 
и первого порядка. 

4Т. Уравнение вращения гибкой нити. 
Пусть тяжелая гибкая иить (фиг. 40) 
вращается около вертикальной оси ОХ, 
к точке О которой она своим концом 
прикренлена. За ось ОУ примем гори- 
зонтальную прямую. Обозначим буквой т 
массу единицы длины нити. Выделив 
элемент нити ММ, длиной Д$, обозначим 
буквами Ги Т, натяжения нити в точках 
Ми М,; эти натяжения направлены по 
касагельным к изогнутой оси нити и обра- 
зуют с осыо ОХ углы чи а,. Кроме ва- 
тяжений Ги Г, к элементу ММ, врн- 
ложены еще: центробежная сила то?у 45 
и сила тяжести тоА$. Здесь « обозначаег 


Фиг. 40 угловую скорость вращения, а ©— уско- 
2 рение силы тяжести. Заметим, что у=0 
при х==0. 


Проектирование на координатные оси дает: 
ы) 4 =— 
Т, с05 а, — Гсоза-|- тез =0, 
а Т, эт а) — Гзш а -|- тоуд5 == 0, 
или 
А (Тсо$ а) -|- пай$ =0, 


д 
А (Тэт а)-|- тоРуА$ == 0.) _) 


"\ ы. а. Е 
Но со5а = эта = р. (х и у координаты точки М). Заменим 


в уравиениях (127) со5& н пя их значениями, а затем разделим урав- 
нения на Аз и перейдем к пределу в предположевин, что Аз стремится 
к иулю. Мы получим 


[2 ах Я Чу Е 
Е. 110 — и - то? Ь 
45 (т аз) т 9 | О 
Если откломение нити от оси вращения мало, то можно полежтть, 


что 45 =4х; в таком случае будет: 
; 


у 4? ау агГ ь 
ша и т - - де КИ у==0. 

Первое из этих уравнений дает Т—= — тох-- С. Но при х=/ 
(в точке А) Г=0; следовательно, С==теЁ и Г==те(х—1). Второе 
уравнение лает 


оу 
ЕЕ ИС г] =. 
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Полагая вы / == 2, получим отсюда 
‚ 


Общий интеграл этого уравнения 
у== СИ) С, @), 


эс (У ЕЕ) 


В тоже А при х=/ ордината у должна быть конечной. Но 
У, (0) == ©. Поэтому надо положить С, ==0. Кроме того, как выше 
замечено, в точке 0: у==0 при х==0, т. е. 


СЮ (2 У- —0. 


Можем принять, что С, =0. В таком случае получим прямолипейную- 


; 
1 

форму равновесия. Возможно еще предположение, чго 2% у 
8 


ИЛИ 


=“ 
где © есть корень функции Л (1). Эта функция обращается в нуль при: 
1==89,40; = 5,58; 1 =8,65;... Прииимая 

во внимание наименьший из этих корией, У— 
мы получим 


ыы 
де ----=- 


Поскольку угловая скорость « меньше 
найленного значения, нить сохраняет вид 
прямой линии. Еслн 


© У =, 


нить может искривиться. Таким образом 
полученное для « выражение является 
экритическим“ значением угловой ско- Фиг. 41. 

рости. 

42. Продольный изгиб цилиндрического стержня под влиянием соб- 
ственного веса. Пусть имеется цилиндрический стержень, нижним концом А 
заделанный неподвижно. Верхний конец —— свободен. Если длина с‘ержня 
велика по сравневию с размерамч поперечного сечения, то вследствие 
самой незначительной силы стержень может отклониться от вертикаль- 
ного положения и затем, под влиянием силы собствениого веса, про- 
тнуться. Вопрос состоит в лом, как найти ту „критическую“ длину {. 
при которой может произойти ирогиб. 

Приняв точку О за начало, ось ОХ направляя вертикально впиз, 
а ОУ горизонталььо (фиг. 41), выделим элемент сзержия К плиной 45 
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и с координатами центра тяжести и и 9. Момент силы тяжести элемента 
относнтельно точки $ (х, у) равен 9 (у—9)4и, где (—вес едиРицы 
длины стержня и где принято 45 == и в предположении, что изгиб 
достаточно мал. Изгибающий момент в сечении $ будет 


= = Е 
М=4 Го <) Чи =а(ху | ци. 
® о 


Граничные условия таковы: 1) у==0 при х==0; 2) изгибающий момент 
== вследствие 


у - 
при х=0 также равен нулю, т. е. 55; 2-0; 8) при х 


а. 
заделки конца А стержня, = —=0° 
‚ 
Если в уравнении Е/ = — — М заменим изгибающий момент его 


значением, то правая часть уравнения будет содержать знак интеграла. 
Чтобы его уничтожить, о. уравненне по х. Мы получим 
ам 
1.95. ——. 
ух чз ах 
Но так как 


ам ау Е ау 
а Р-Н и; — 9 Ми-«=9Х це» 
то 
«у -4у 2 по 
Я и хде или Не 0, 
В 
а 
тде = и и. Полагая «= (2) 2 получим 


1 4= 


и 3 ЗО 


Замениим теперь функцию 2 через у с помощью соотношения 2==ч#*. 
Получаем уравнение Бесселя 


в. И = (2 д)- 0, 


9 


1 
в котором параметр и =--. Его общий интеграя 
э=си,@- С, 


а Е ый й 2 й 
у” 2= = сл, (5 =) си „(= х*. (128) 
Нанисав выражения бесселевых функций 1. (5 — иГь (= | н 
„внося их в (128), придем к равенству вида 
а ы 
пе = С (Ах ВА см--...)-Е с (КН М6 --...). 


Фу 
оставив производную т и применяя второе граничное условие, 


или 


найдем, что С, ==0. Вследствие этого 


422 


Третье условие дает т 
о. ВИ =0. 


Если примем С. ==0, то получим прямолинейную форму равновесия 
у==0. Прочие формы равновесия получим, если положим 


г.(3 0, 
2 


Ее что = [? служит корнем функции Ёц,. 


Корни этой функции: 1,87; 4,49; 8,13;.... Наименьшему соответ- 
РТ 
ствует критическая длина /= 1,99 У —. Первое же гравичное усло- 
вие будет удовлетворено, если, проинтегрировав (128), выберем вновь 
полученную произвольную постоянную так, чтобы изогиутая ось про- 
ходила через начало коорлинат. 
43. Уравнение продольного изгиба конического стержня. Задача о 


дольном изгибе стержня, имеющего форму усеченного конуса, за- 


ео 
деланного одним концом и сжимаемого силой Р, приводит к такому 
уравненню Бесселя, которое интегрируется в три- ь 
тонометрических функциях. Диференциальное ура- о = 
внение упругой лииии 
у 
2 тит => Ру. 1 


Пусть г—— радиус верхнего основания, а К — ниж- 1 
него основания конуса. Радиус р некоторого сече- | 
ния 5 определится из пропорции (фиг. 42) 


Ю 


р Шоп 
т. е. ЕЁ 7 х. 


2 ВЫ 


Момент инерции этого сечения относительно его 


нейтральной оси я 
и“ хм 
де д в -- | Фиг. 42 
и п 
олагая ==8 и заметив, что = = где 1 есть момент инер- 


хх“ 
ции верхнего сечения, имеем / = (1 +) .Граничные условия таковы: 


 у=0 при х=0; 2) 5. ==0 при х =/. Уравнение упругой линии 


р га 
в (1-5) * Ру. (129) 
Положим в нем Е. Из (129) получим 
о 4 4 р 
в а ау, (130) 


где 9? — Далее, в (130) положим у==ё2ё“ ', Нолучим уравне- 


РВ 
Ее ^ 
ние Бесселя 


422 42 = 1 
в Е и т (ее р 0. 
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еренисав его в виде 
а 92 у (эр +) 
[65 4 (= (=) 40 1 (== и) о 


и заметив, что п имеем общий иитеграл ($ 28) . 
2= СЛ. (@) -- С ., (<), 


или 
(С, зтоё-|- С с0$ 26). 


Возвращаясь к переменным хи у, получим 
а: ‚вх - & е :) 
у=(1 = )(^. Пере аи 6055; Е 


9. 2 
где А, @т и = и &=су 2 . Напомним, что при х-=0 


ордината у-=-0. Это дает А, зта-- А. соза==0; А, == — А, ва. 
Следовательно, 

Ре А, $1 в 

1608 & 1 1 8х ^ 


Образуем производную 


Чи А:8 1 бт ох зь О сх 
ах сова [1 АНТ ра тре 


Она равна нулю, если х==/ Это дает уравнение 
3 а 


ТЕТЕ, 


из которого при занном З находим ч. Критическая сила 


Если, например, Ю —=2/, то 3—1. Уравнение в=—5 дает тогла 
= 4,06>, 
< —=4,06. Кригическая снла Р = РЕЙ 
ГЛАВА 1%. 


ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. 


5 29. Общий ход решения задачи. Общий вид системы двух 
обыкновенных диференциальных уравнений с двумя неизвестными фуик- 
ниями гаков: 

ах Бе роде в У’, а, о. 0) 0 


131 
О уу в. | оо 


Злесь Ё — аргумент, х и у— неизвестные фуикции. Порядок наивысшей 
производной лля х равен: #2, — в первом уравнении и ,— во втором; 
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для у равен: и, В первом уравнении и и,—Ро ьтором. Мы сейчас 
покажем, что вопрос об интегрировании системы (131) может быть 
сведен к вопросу об интегрирования одного диференциального ураз- 
ненья с одной неизвестной функцией. Это ставет ясным, если мы 
покажем, каким образом можно исключить функцию у и ее производ- 
ные из обоих уравиений. 

Продиференцируем первое уравнение и, раз, а второе и, раз 
Мы получим систему, содержащую и я-|-2 уравнения. Кроме аргу- 
хзента 2, функции х и ее производвых, в состав снслемы войлут 


У Е, (32) 


Так как число этих величин равио и, -п---Ь а уравнений имеется 
и, --ть-- 2, то, вообще говоря, можно из полученных уравиеиий 
исключить все величины (132). Для этого придется, следуя общему 
способу, решить п а --1 уравнений отиосительно и п5--1 неиз- 
вестных, которыми будут служить величины (132). Мы найдем 


Е о). (133) 
У 


У= $2 (6 х, Яо оон 85 у 4, из (Ь Х, Вы): 


й 


м) 


Затем эти значения подставим в оставшееся неиспользованным (п, = 
5 л.--2)-е уравнение. Тогда величины (132) исключатся и вместо 
системы лвух ‘уравиений с двумя неизвествыми функциями мы получим 
олно уравнение 

ПО р сво (134) 


содержащее аргумент & функцию Хх и ее производные. Порядок р паи- 
высшей гпроизводиой равен болыцему из чисел: 


пи-На и ти. 
Проинтегрировав уравкение (134), будем иметь 
ра (1 (бо Фены (© (135) 


гле Ср С.» звон С, —нроизвольные постоянные. Остается еще найти 
функную у. Этого можне достигнуть, образуя производные ог (135) 
и подставляя их значения и значение х в уравненне (133). Результат 
будет: 

СС.) 


Таков общий ход решения системы двух уравиений с двумя неизвест- 
пыми функциями. 

Если дана система трех уравневий с гремя неизвестными функ- 
циями бе 


Е @ х, х', д", и хз), 5 у’, ое уей =. ео а эт) —0, 


Кох, х', м", ..., Хы, уу", ... 09, в, 2, .. , 24) =0, 
и 


хх, ло, у У...) У, 2, =’, .-., 209) =6, 
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то, следуя этому же методу, нужно прежде всего определить, сколько 
раз надо диференцировать каждое уравнение, чтобы иметь возмож- 
НОСТЬ ИСКЛЮЧИТЬ функции у иг и их производные из полученной 
системы и, таким образом, получить одно диференциальное уравнение 
с одной неизвестной функцией х. Схему решения этого вопроса мы 
приведем в виде таблицы. 


Е: 

& т | Гл 

РЯ па | 2 
Ёз 73 Рз | 


Отметив в табличке наивысшие порядки производных отуи 2, 
зачеркнем первую строку и составим суммы из оставшихся чисел, не 
пежащих в одном столбце и в одной строке. Эти суммы будут: 


} 
пор и -ЕРь 


Большая из них покажет, сколько раз надо диференцировать пер- 
вое уравненне системы. 

Зачеркнем затем вторую строку и составим опять суммы из оставшихся 
чисел, не лежащих в одном столбце н в одной строке. Эти суммы будут: 


ЕР и Ре 


Болышая из них покажет, сколько раз надо диференцировать второе 
уравнение системы. 
Зачеркивая, наконец, третью строку, составим суммы: 


. пр и п-рь 


большая из которых покажет, сколько раз следует диференцировать 
третье уравнение. 

Получив путем диференцирования достаточное, для исключения 
функций уиё и их производных, число уравнений, в дальнейшем по- 
ступаем так же, как было указано выше для случая двух неизвестных 
функций. Формулированное правило можно распространить на систему 
п уравнений с п неизвестными функциями. 


Пример 1. 
Ня — (62— су) =0, 


В =’ — {сх а2) =0, 
Ез= 2’ —(ву— ёх) =0. 


Здесь а, би с — постоянные, 

Составляя суммы, найдем: п.-|- рз==2 и лв р =0; следовательно, первое 
уравнение надо диференцировать два ргза. Так как п! рз==1 и м р =0, 
10 второе уравненне будем диференцировать один раз, а так как г; + р =0и 
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по-Е ра == 1, то третье уравневие продиференцируем также один раз. Получим 
следующую снстему из 7 уравнений: 


х=$2 —ву У 
ды — су, ем фа Иа, 


сх — @2, 2 ==ау —&х, 


т == 62” — су"; 
из которых нало исключить 6 велибин: 
5, эх, у", 2,2", 2". 

Проще всего исключение произвести так: внесем значения У и г во второе: 
уравнение, ау’ и 2" в третье. Это даст: 

х' = а(6у {с — (Ре) х, (136). 

х" = а (у ег’) — (6? с?) ^'. 
Теперь в последнем заменим у’ н 2’ их звачениямн. Получим 

х" = а? (ву— 62) —(#- @)х', 


ОИ Ох. 
Таким образом вопрос приведен к нитегрированию одного уравнения с одной 
нензвестной функцией. Полагая х’==и, будем иметь 
и" -- ни =0, где А? = а? + - с; 
отсюда и == С; с0$ АЕ-- С, п АЕ и, следовательно, 


хе бам — -С4 сов м. 


пли 


Функцин уи 2 мы пайдем, если образуем х’ их” и значение х’ подставию 
в первое ‘уравнение заданной снстемы, а значения х” и х подставим в урав- 
нение {136). Получим два уравневия с двумя неизвестными у н 2. 

В некоторых случаях можко найтн неизвестные функции, удовлетворяющие 
системе, и не прибегая к повышенню порядка производных. Суть дела поясним 
на примере. 

Пример 2. 

31" (1 х-ру —#=0, 
ЗВ — (1—2) х—2у—@=0 } (137 
и 3 — ху =0.} 


Вычитая из перзого второе уравнение, имеем 


ам — у) а(х—у} _ 
1 = ({х— у) =0 или т 


интегрирование дает 


ХУ -С=0. (138) 


Сложим перьое уравнение с третьнм. Получим о =х-| =, отсюда 
х+- =— Се! =0. (139) 


Схожим, наконец, первое уразнение со вторым и нз результата вычтем третье. 
Это даст 


Е =0, 
откуда - 
й хфу—=—С-=0. (140) 


Уравнения (138), (139} и (140) определят три неизвестные фучкцин х, у и 2- 
Мы видим, что систему удалось гроинтегрировать, не прибегая к повышению 
порядка производных. 
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44. Ровновесие газов в сообщающихся сосудах. Предположим, что 
имеются два сосуда емкостей ея и 9 наполненные газом, упругость 
которого равиа Р, в первом сосуде и Р» во втором. Сосуды соединены 
волосной трубкой, по которой перетекает газ из одного сосула в лру- 
гой. Когичестло газа, перстекающего в одну секунду, будет пропор- 
цнонально разности квадратов давлений. Задача состоит в том, чтобы 
определить давлеиня р; и рь в сосудах в некоторый момент 2. 

Если обозначим через @ количество газа, перетекаюошего в еди- 
ницу времени при разности давлений, равной единице, то в Течение 
времени 4Ё из сосуда в сосуд протечет количество гава 


а(т— р.) 4 


© другой стороны, заметим, что это количество равно убыли газа за 
время 4 в одном сосуде и прибыли за то же время в другом. Эти 
‘обстоятельства дают возможносгь написать уравнения: 
ар с °, } 
— би = а (т — р) 
и (141) 


ар, Е 2 
==“ (р: — рэ), 


в которых левые и правые части сокращены на 41, а 6 обозначает 
постоянный козфициент. 
Почленное вычитание уравнений дает 


арт ра 
ие 


откуда 
Фр, Е 9эрь == С. (142) 


Произвольная постоянная С определится, если заметим, что в на- 
чальный момент р, ==Р, и ра ==Рь; отсюга С==Р,--5В,. Уравне- 
ние (142) связывает неизвестные р; и рэ. Чтобы найти второе урав- 
нение с теми же пензвестными, умножим первое из уравнений (141) 
ь и сложим со ьторым, умиоженным на руо,. Это дает 


@С (р: р). 


ар» а] В 
ба, (р, ЕР, а (р 


__ (Ра __ Ве: 
тие еб ` 


—4 и затем, интегрируя, 


Полагая р — г, 
Ру 


1-+2__ 22 
в = Е ШС, 


Е 
Переходя от логарифмов к числам, после замены 2 через то 
1 
имеем 
Е 
АЕ — Се к, (143) 
р Ра 
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Произвольная постсянная [97 здесь, как это нетрудно видеть, равна 
Р-Р». Уравнения (142) и (143) определят искомые давления р; и Ра. 
с 30. Способ Эйлера интегрирования системы лииейных одно- 
одных дифереициальных уравнений с ностояизыми коэфициеитами. 
Рассмотрим этот способ в применении к системе трех линейных 
диференциальных уравнений: 


а. 
1 ==ах - У-Ё е>, 


- а 
“т =ах-- уе», 


42 
а — ах -|- бу -{- с.2 
однородных © постоянными коэфициентами. Будем искать решения этой 


системы в виде: 
х= А", уши и 2=М, 

где А, в, Уи г— постоянные числа. Подстановка этих значений х, у 

и г в заданные уравнения и сокращение на г” приведут нас к уравне- 

ниям: ` 

(@— А-а-а = 

а - ©, — Эр - а 


а^ | вбур-Н(&—у=0, 


которые для , р и У могут дать отличные от нуля зиачения только 
в том случае, когда 


(144) 


а—г @ с 
А=| а ви 2: |=0. 
аз 5 г 
Этот определитель представляет собой кубическое отиосительно г 
уравнение, называемое характеристическим. Если его корни г» 7о 
й г, ТО, подставляя их в уравнения (144), мы получим для чисел \, | 
и у значения: 
№ вр У № Вы Но Ар № 


и соответственно с этим три системы частных решений 


== Ме, у =рае", == 
=, узаараей, ду=ы Уре 
ЖА АЕ", уз еЕраеАЬ ааам”е. 
Искомые интегралы будут: 
х=Сх, -- Соха-Е Сыхь 
у == Су! Е Су Свуз 
а == С -- Саеь-Ё Сай 
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Если среди корней характеристического уравнения встречаются 
равные между собой или комплексные, то с соответствующими им 
частиыми интегралами надо поступать так, как было указано прн 
интегрировании линейных диференциальных уравнений высших по- 
рядков ($ 18). 


Пример. 
йх 
= =3х—у-+ 4 
Чу _ 
тив = = < Е 
и 
42 


Поступая, как указано выше, мы получим характеристическое уравнение 


3—^ —1 1 
—15—^ —1 
1 —13—* 


нии °—ПР--36г—36-=0. Соответственно корням его м, =2, =3 и 
73 =6 получаем из уравнений, для определения ^, ми \ 


(3—А—ь-у=0, 
А+ —ыь—»=0 
А+ 8—9 у=0, 
значения для чисел \, диу: 
мМ=Ь ш=0 
ЕН Зе 


и 
№=Ь в=-—4 щ=1 


{здесь во всех трех случаях положево Х = 1). 
Сообразно с этим имеем частные решения: 


=, у =0, = — 2, 
ха =: ей, п ее 2; = Ем, 

и 
хз3= 2% уз=— 26%, Е, 


Полиая система искомых интегралов: 
х-== Це + Се -|- Сей, 
В Я у = Се# — 266 
и 
2 == — Се Сей | Се. 
45. Система диферен- 
циельных уравнений для 
ы [2 двух связанных конту- 
с С, ров. Предположим, что 
нмеются два контура 
м (фиг. 43), причем в одном 
нз них дейсгвует электро- 
Фиг. 43. движущая сила Вот ей, 
ав другом источник тока 
отсутствует. Ток первого контура вследствие индукции возбуждает 
электродвижущую силу в другом контуре. 
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Будем счнтать данными: сопротивления цепе* А; н ^5; коэфицненты 
сазонндукции контуров Л, и Лу емкости контуров Ср и С, и коэфи- 
пнент взавмной инлукции М. Искомыми являются снлы тока Л, и Л. 

Если учтем взаимодействие контуров, то дия определения сил тока 
получим систему двух уравнений; 


ЧЬ ВЬ 1 > 
а а о, 


у 


ГА 


а ал 1 
ЗЕМ Ею, © рый, 


получить которую можно на ссновании соображений, аналогичных 
тем, которые нами были приведены на стр. 25. 

Для устранения знаков ингегралов будем диференцировать оба 
уравнения по времени #, Получим систему двух линейных уравнений: 
п, : и 
Б-г т С, == Вов 05 &# ] 


и (145) 
Ь а-1 а ь 
15 де НЕА 72 А ЧЕ Е С 0 


второго порядка с двумя нечзвестаыми функциями. Рассмотрим сначала 
систему двух одноголных уравнений: 


. ей ть ий 
5 ав. 2” ай А НВ Я 0 
и (146) 


Ь 1 | аъ ь 
ь рт м а 1 Ю ЦЕ нЕ 72 0. 


Применяя к ее интегрированию метод Эйлера, положим 


ДМ" и В ем. 
Подсгановка в (146) и сокращение на =”? дает; 
1 
(ыы виа) 0 
п } (147) 
1 
д-р (ы® Е У &) —® 


Отеюда для Х н , мы сможем получить значения, не равные сдно- 
временно нулю лишь в том случае, когда определитель системы (147) 
равен нулю, т. е. когда 


(це ви &) (вы вы-- е) — ми 0. (148) 


Эго уравнение четвертой степени отаосительно г и коэфициент при и“ 
в нем равен 2, Л. Если велитина М? сравнительно с 2.Ё. мала 
(как это обыкновенно бывтег на практике), то кории уравнения (148) 
мало отличаются от корией уравнения 


2 вов: = 
(ыи-еки-еа (7-Е в 
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которое приводится к двум квадратным: 


1 1 
вп + Ви с =0 . ВЕ КУ-- с; 


Остановимся на случае, когла корни этих квадратных уравнений 
комплексиы. Эти корни будут иметь вещественные части отрицатель- 
ными, в чем нетрудно убедиться непосредственно. Но это зиачит, что 
корни уравнения (148) также будут комплексны с отрицательнымн 
вещественными частями, т. е. онн будут иметь вид: 


0. 


п— «В = а— В =, м ==—ФЦ— М. 

Сообразно с этим для сил тока мы получим выражения: 
1 = ДР;е- со; № -- Руе-=ё зи ВЕ-- Руе-1е соз 8#-|- Ре-т зш Е 
и (149) 

Ла == Ге-ё соз ВЕ -|- Гое-*® и ВЕ Ге с0$ 8#-|- Гле-\ з 8, 
и которых велнчины Д; и Г,-— произвольные постоянные, причем 
коэфициенты Г; линейио зависят от коэфициентов О; 

Мы проиитегрнровали снстему (146). Для отыскания же интегралов 
системы (145) иам придется отыскать еще ее частные решения й и 


& и эти решения приписать к правым частям равенств (149). 
Застные решения наллежнт искать в форме 


== А с05 0% -|- Вто? и &=А, с0$ 9 -- В, зп оЕ, 


После подстаиовки этих выражений в (145) и после сравнения коэфи- 
циентов при 60$ и пе мы, для определения Д, В, А, и В,, 
получим уравнения: 


— АЁ 16 — АМ -|- ВЮю-- = — Ес, 
— В1. 08 — ВМ? АВо +2 =0, 


— АЕ, — АМ? -|- ВВ -- а =0 


— ВИ? — ВМ? — АЮю- а —0. 


ГЛАВА У. 


ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. 


$ 31. О способах отыскания приближенных решений. С точкн 
зрения практических приложений весьма важное значение имеет уменье 
вычислить интеграл днфереициальиого уравнения. В тех случаях, когда 
интеграл выражается в конечном виде, вопрос трудностей не предста- 
вляет. Вычислив постоянные и получив частный интеграл, мы можем 
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каждого зиачения аргумента вычислить соответствующее значение 


для 
функции. Но случаи интегрирования уравнений в замкнутой форме 
представляют собой явление, можно сказать, исключительное. Необхо- 


димо поэтому дать такой способ иахождения числеиного значення 
неизвестной фувкции, который был бы пригоден иезависимо от того, 
выражается ли эта функция через аргумент в коиечном виде или ие 
выражается. В иастоящее время имеется немало таких способов, обла» 
дающих различиыми, но достаточными для практики степенями точности, 
Среди других более известны методы: Пикара, Рунге-Кутта, А. Н. Кры- 
лова, Чаплыгина, Хеуна. Лордом Кельвином была даже построена 
особая машина для вычнсления интегралов линейных дифереициальных 
уравнений второго порядка. Эта машнна впоследствии была усовершен- 
ствована акалемиком А. Н. Крыловым н приспособлена для уравнений 
третьего и четвертого порядка. 

Изложение приемов численного интегрирования диференцнальных 
уравнений мы начнем с доказательства „теоремы о существовании иите- 
грала диференциального уравиения“. Мы приведем доказательство этой 
теоремы, даниое в 1890 г. Пикаром. Применяемый Пнкаром прием 
доказательства, известный под названием способа последова- 
тельных приближений, наряду с теоретическим значением 
имеет и чисто практическое, позволяя с желаемой степенью точности 
вычислять интегралы диференциальных уравиений. 

$ 32. Способ Пикара вычислеини интегралов дифереициальных 
уравнений первого порядка. Изложнм метод Пикара в примененив 
к диференциальвому уравнению первого порядка 


9, У» 50) у 


относительно — которого 
известно, что у==у, при 
Х=Ж- 

Предположим, что 
/(х, у) иепрерывна во 
всех точках прямоуголь- 
ника ©, центром Кото- 
рого служит начальная —й =“ & 
точка (хо Ус), а стороны 
параллельны координат- Фиг. 44, 
ным осям (фиг. 44). Пред- 
положим также, что во всех точках этого прямоугольника функция 


/(х, У) имеет ограниченную частиую производную 5. 
Выражая эти обстоятельства неравенствами, можем сказать, что 
9 
функция /(х, у) непрерывна и || < Е при 


Жив и ув 
нли, что то же, при 
[— |< и Ум < А. 
Прием последовательных приближений состоит в следующем» 
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Проинтегрируем обе части уравнения (150) по х. Прнияв во вни- 
мание начальное условие, получим 


уж || © у)ах. (151) 


Это — интегральное уравнение, равносильное совокупности диференни- 
ального уравнения (150) и начального условня. 

Уравиение (151) будем решать следующим образом. В качестве 
„нулевого“, наиболее грубого, приближения к искомону решению возьмем 


5 — №. 
Подставим у; вместо у в правую часть уравнения (151). 
Если ревультат этой подстановки окажется равным уу, то наша 
задача решена. Вообще же говоря, этого не будет. Обозначим через у, 
результат указанной подстановки: 


Е 
из || 1% 504. (152) 
= 


Примем величину у; за первое приближение к неизвестной у. Подста- 
вим теперь у; вместо у в правую часть уравнения (151). Результат 
подстановки обозначим через у: 


= 
Ре 1] г 
ув-ню- [| 1, удах. 
о 
За второе приближение к у примем уз и т. д. 
Вообще, есчн нами построено (1 —1)-е приближение о Е] 
н-е приближение примем 


Еа 
о (153) 
® 


Мы получим, таким образом, бесконечную последовательность прибли- 
жений; 


Ух Ув У» --- Ув --ь 
Надо доказать, что эта последовательность функций 
сходится, т. е. существует Ши у, ==У, и что функция У удо- 
9->со 
влетворяет уравнению (150). 


Вычисляя последовательные приближения по формулам (151), (152) 


и (153), надо иметь в виду, что значения о и. ме 
должны выходить из области прямоугольника ©, т. се. должно быть 
[„— |< А. (154) 


Выберем в области © две точки (х, У,) и (х, у). По формуле Ла- 
гранжа можем напнсать, что 


97 
Пед, зд [5% | _, 
ЗЧ 
причем *; лежит между у, и у.. В силу | | имеем 


И У уф. (155) 
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Условие (155) называется условием Коши-Липшитца. 
| Обозначим через М наибольшее абсолютное значение непрерывной 
функции / 0% уу) в области @. В таком случае 


|7 < м. (156) 


Покажем, что условие (154) будет выполнено, если Хх находится 


омежутке 
г о (157) 


Е Е 
тде [ есть меньшее мз чисел Вы, те 15 йи (<. 
Действнтельно, для случая п ==1 будем иметь 


я 


= 
у— = [И ая < | мах, 
225 = 
Е ИЕ. и > 
я! < Меж. (158) 
При соблюдении же (157) : 


[У —%|<^; 


мы видим, что условие (154) удовлетворяется при Я = По 
В случае п = имеем 


[5—0 < [1 зах. 


Но так как |У(% у)|< № то [35— м! < М|[х—ж и вследствие 
(157): |у2— |< А, т. е. условие (154) удовлетворяется и при и==Я. 
Точно так же можно доказать справедливость неравенства (154) при 
всяком я. 

Имея в виду показать, что у» прн и-+ <> стремится к пределу, 
представим У», в виде 


== УЕ О Уд -- О» У)-Е ре -Ебь— Уж. (59) 


Оценим абсолютиое значение входящих в состав ряда разностей. 
Пусть, вапример, Х_> Х- Имеем 


= 


ро Ри зо [о зоми < м [4 
Е 2 2 
или 


[и — |< Ми— м). 
Далее, 


Ка 
ь 1—1 < [© зд У зах. 
20 
Приияв во внимание условне (155) — условие Коши-Лньишитца, — найдем 


Ен 
5 < | [19% 


2 
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или, вследствие (158), 


Е: 
178—511 <2М [ @&— ах, 
т, 6. > 


ее ‚2 
а им. (160) 


Е 
Лля следующего члеиа У— нмеем [уу < [ 170 5)— 
ео 


— /(х, у) | 4х, или, принимая во внимание (155), 


> 
[3—1] <Е Пя [ ах. 


55 
Но вследствие (160) й 
АЖ 
[5—1 < м. 
Вообще 
С: 
[и уи-а| <Р-Ьм КЖ 
Но бесконечный ряд 
эм (— нам АХ ри ..., (161) 
сумма которого равна 
у, 


сходится при всяком конечном х. Следовательио, бесконечный ряд 


У ОУ —Уд-... ож... (162) 
каждый член которого по абсолютной величине мевьше соответствую- 
щего члена ряда (161), будет равномерно сходиться в интервале 
(%— 4, ж-[ 1). Сумма его У булет иепрерывной фуикцией х в том же 
интервале. 

Величина у, есть сумма и первых членов ряда (162). А это значит, 
что сумма ряда (162) есть предел величины У». Такнм образом суще- 
ствоваиие предела у„ доказано. 

Надо еще доказать, что У удовлетворяет уравиению (150). Для 
этого заметим, что разность 

У—Уь 
при п-> оо, стремится равномерно к нулю. Но из (155) следует, что 


разность 
10 У) — У (* Уз-1) 
тоже стремится равиомерно к нулю. Следовательно, 


Г] леь, УЛ (% „дах 0, 


Гусь, у» дах Ге, ах при п- со 
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^ Переходя к пределу в равенстве (158), получим 
2 
уу [7% Юах. (163) 
Зь 


Таким образом У удовлетворяет уравиевию (152). Полагая в (163) 
х—=Ж» находим У== Ус. Дифереицируя же, получаем 


У =(х, У). 


Построенная нами функция У удовлегвориет, следовательно, как 
диференциальному уравнению (150), так и начальному условию, Тем 
самым наша задача решена. 

Построеиное нами решение У — единственное. 

На доказательстве этого останавливаться здесь не будем. 

Способ последовательных приближений может быть распространен 
и ва случай системы дифереициальных уравиений. 

Пример. Приложнм сиссоб Пикара к вычислению того частного нитеграла 
уравнения 


У, 
который дает у=1 при х=0; следовательно, хо == 0 н ус = 1- 
Имеем 
= 
а 
уе [ уах. 
6 
Отсюда 


а [умах 9%, 
о 


5 
3 2 № 5% 
ет [ ах а, 
] 


я 
23 2 3 4 3 
А+ [ меха, 
о 


еа 
з 2 о 1 3 
Иа [лы =14545 +515 +5 +39. 
[о 


Е2 
>? И И ЕО 
В и ЕСИ 
5 


Обозначны разностн между вторым и первым гриближениямн через В; 
между третьим и вторым -— через Аз и т. д. Будем нметь: 


мо м жом Неа д 23 
=>, = БР, № 4 ро Кто", 
г. 6. 


2 З, 3, а а м ® 
т Тов Рабы Ня Рог." 
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Пусть требуется вычислить искомый иптегран при х =0,6. Последовательные 
разносзн и последовательные приближения будут" 
К! =0,1908; Ю.=0,037296; з=0,0055296; В, = 0.000659 И, 
п . 
я = 1.672; №, =1,8628; у, = 1.900096; у = 19056256; у == 1.90628 471 


5$ 38. Способ Рунге-Кутта вычисления интегралов диференци- 
альиого уравнеиия первого порядка. Пусть дапо диференциальное 
уравнение первого порядка 


У =, у) (164) 


и известно, что когда аргумент Х — хо, то функция у= ус. Требуется 
вычислить значение функи и У, соответствующее заданному значению 
аргумента Х. 

В общих чертах вопрос этот был рассмотрен в $ 26 при иинтегри- 
роваини уранненнй 1-го порядка посредством рядов. Там же было 
упомянуто н 0 трудностях, истречаемых при вычисленнях. 

Прежде всего проследим за общим ходом вадачи 0 вычислении 
приближенного значения неизвестной функции. 

Разделнм промежуток Х-— хо на подходящее число п равных 
частей; частное (Х-—х):й обозначим буквой й и примем его за 
приращение аргумента. Новое значение аргумента, следовательно, 
будет > 

д ==м-ЕЙ, 


В соответствии с этим функция у получит приращенне, которое мы 
обозначим буквой №. Если мы сумеем вызнслить А, то будем знать и 


новое значение функции 
= -Е А, 


Теперь известные нам величины 2 и У! примем за исходные. Олять 
дадим аргументу приращение 4. Новое его значение 


о, 


Соответствующее приращение функции обозначим через А,‚. Если мы 
сумеем вычислить А То будем зиать и новое значенне функции 


у А. 


Примем величины Хо Н Уз за исходные и повторим ту же операцию. 
После п-кратного ее повторения мы вычислим искомое у. Весь вопрос 
в том, как вычислять прирашення функции А. 

Согласно способу Рунге-Кутта это следует производить так. Сна- 
чала находим число 8, но формуле 


8, — АУ (Же Уо); 
потом находим последовательно числа: 


6 Ау(ж- г , +9), 
6 А/(ж >, л--®) 


= (НА м-Н&. 
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Искомое приращение функции 
Ша у №-2 8 
Е 25° 
Расположенне действий примем такое, как указано на схеме № 


Схема 1. 
х | у | Л У) | В =й.У(х, 5) Г: 
Е - А 
хо ву У(ь 30) 81 > @ НЕ 5) 
ГД Ы И а, . а 
+5 х-+э До. +2) 62 52-- 83 
55 й 8 ы 
ж -|- Е Но | (= а. + >) 54 сумма 
- а а 1 
хо -Ей №ю--& о -+ № +8) 4 #= з (суммы) 
ж-Н А зь--А 


Обоснование этого способа читатель найдет ниже. 
Прнмер. Дано диференциальное уравпение 
и 
УУу Ех 
Известыо, что у=1, когда аргумент х=0. Требуется вычислить значение 
й , л 
фувтции И, соответствующее згачению х = 0,2. 


Вычислення располагаем согласно вышеприведенной схеме; ограничикся 
точностью до пяти десятичных знаков. Примем Л == 01, 


диод АЗААА 


х | У | о) =. Л (х, У) Ё 
0 т 1 0,1 0,69161 
5 
0,05 1,05 0,90909 0,09091 0,18178 
0,05 1,04545 0,90871 0,09087 0,27339 
0,1 1,09087 0,8826 0,08321 0,09113 
д 0,1 | 1,09113 0,83209 0,08321 0,07698 
` т 
0,15 1,1327А 0,76613 0,07661 0,15316 
0,15 11_ба4 0,76552 0,07655 0,23014 
0,2 1.16768 0,70753 0,07075 0,07338 


Искомое значение У== 1,09118 -| 0,07338 == 1,16451. 
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Для читателя, интересующегося вопросом © точности произведен- 
ного вычисления, приведем вкратце те соображения, с помощью кото- 
рых может быть решен этот вопрос. Общая идея такова: напишем 
выражение приращения функции, обозначениого нами буквой А, согласно 
формуле Тэйлора, и сравним его с выражением приращения, найден- 
ным по способу Руиге-Кутта. 

Разлагая функиню у, в ряд Тэйлора, будем иметь 

п: 1 ен 


я п 18 и 13 
УРА = НЙ Нэт Кат чт |...» 


откуда истинное значение приращения 


: а НИ п 3 = РО а 
#==йу, -| от. | г № | 4. | .-.- (165) 


т 


вн 
Определнм входящие сюда коэфициенты Уз №» М». + Имеем У == 
=/ о в )— на основании уравнения (164). Запищем это сокращенно 


так: У =). 
Образуя производную от (164), находим 
9; а 
Рае (166) 
Следовательно, 


" ду 07 \ г 
% =(2=),+ (в), хо 
илн, кратко, У = -НЛ/» где Л = (5 =) и ф= 3”). . Диференци- 
руя (166), будем иметь 


УЕ 2 ку НОРУ". (67) 


Значит 


да НЛО НЫ» 
(4), Ла), и = (9%). 


[8 


где 


Диференцируя (167), мы найдем у””’ и т. д. Если введем обозначения 


Л-+Ь==Бь Ль-НЕ== В, 
и РРы =20,, 
Ли +3 в г Зы -ЕЛьл : =р 
то значения первых четырех коэфициентов будут такие: 


У —Л И, х =0,--Б,Л 
и (168) 


пин 


у» =20,-- В -- 5, + 30,р. 


Подставляя эти значения в (165), мы получим истинное значение при- 
ращення 


#5 
ВБ +. (163) 
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тде А представляет собой сумму первых четырех членов правой 
честн равенства (165) после вышеупомянутой подстановки. 
Теперь преобразуем приближенное выражение приращения функции 


ВЫ Е (170) 


определяемое по способу Рунге-Кутта, н сравннм его с (169). Поль- 
зуясь формулой Тэйлора 


убо-а ол Нд Ч 3-9, Зв, Е д 
ЕЕ то —- За?» За» Вы) -.. 


для двух независимых переменных, найдем разложения для 8„, 85 и б.- 
Если ограничимся членами, содержащимн четвертые степени прираще- 
ния й, то получим: 


= #(/- Тир, о, в №, 
НО, + 58 ФР 29+ вр, 36 ь-- В, 
в, М-Н Тв, 

| вв, -12р,рь- Збь- 09 


и, кроме того, 8, ==, Теперь подставим значения 5,, 6», 8; и 8, в (170). 
Мы увидим, что #==А, т. е. разница между нстинным значением при- 
ращения © и его приближенным значением, вычисленным по способу 
Ругге-Кутта, начинается только с члена, содержащего пятую степень 
приращения #. 

$ 34. Способ Руиге-Кутта вычисления интегралов системы двух 
уравнений первого порядка или одного уравнения второго порядка, 
Пусть дана система двух диференциальных уравнений 


первого порядка и известно, что х == ху и у == ус, когда аргумент =. 
Требуется вычислить значения Х н У функций, соответствующие задан“ 
ному значению Т аргуменга. 

Разделим, как и раньше, промежуток Г—& на некоторое число п 
равных частей (равенство часчей, впрочем, необязательно) н частное 
(Г—В):п==А примем за приращение аргумента #. 

Пусть соответствующие приращевия функции булут Аи 2. Согласно 
способу Рунге-Кутта А и { вычисляются нижеслелующим образом. Прежде 
всего вычисляем 


8, = ИФ» м у) и в =, Хь о). 
Затем вычнсляем 
5, 


й 
в #8 (6-5, ю-- 5 ‚»--), 
т й 5 
в, = И (&- р ж-- ы ооваЕ 1), 
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| 
42) ® = И Е вх В . а 
{чик 2) т = и |(чии^5} 8-м вр ЕН (чин А?) те им | “м м-- 9х э-- | 9-8 | у--9 
вико ви к. ь мо |2 0 | б 40% | 5. 5 5 
ИА ви А вии 5% | г в и я ни = + ее тЫ 
за 8 ыы Юм ея |5 10 Оо 2 б Е 
а в о | ав [ее НР г + *) +9 
ы г > | 
к) И | | иж | % 0х у 
{- и Й 
1 ея 
и й 
и р 7 а км а | и 2х и х 2 


2 РиЭ 


0 


ИЕ | | УтУ 
(яние) 27 (чик) 2 =у м вм чу Еду = 5-Е а 4-0) рум вм | -% | уу 
вино вия (5 Не Г 0х М ду-ь (е+% .& 52 "бури + и = + Г 
5-8 Юя С отб ос б -) о (< 5 5 \ и 5 5 5 
| Че (рено оон (Рыб инм] бы | бы | +49 
еы У аи т (‘05 9 ди=е (ох) фу = % °х м 
7 4 | (‘м 9) ду=е (Ку доу =о и х ; 


984311 8):99) 
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&, — ВФ (Ы-НА, Ж-Г б» -Е а) и в, == РЕ (ВЕНА, хо 8, Е). 
Ирнращения функций определяются формулами: 
Е Е | Е ай чаем. 


Повторив вычисление я раз, сможем пайти Хи. Расположенне дей- 
ствий примем такое, какое указано на схеме 2. 


Прнмер. Дана система двух и т равнений 


У н У=-х+* >. ‚ 


и известно, что значению #=0,6 аргумевта ссответствуют значения х = Оп 
`у=1 функций. Требуется вычислить зрачения Хи! функций, соответствую- 
шие значенню Г= 1 аргумента. 

Вычисления располагаем согласго принятой схеке. Приращение аргумента й 
примем равным 0,2. Заметим, что в данном случае 


х а 
Ф т Нм №5 т и я- 
т. БЕ будем вычислять с четырьмя дссятичпыми зпаками. 
Е х | У | Е в. |. Ш й 

0,6 0 1 0,2 0,6667 0,3110 0,7135 
+ ++ 

0,7 0,1 1,3833 0,2952 0,7211 0,6095 1,2388 

0,7 0,1476 1,2605 0,3143 0,1172 0,9205 2,1518 

0,8 0,3143 1,7172 0,4220 0,7604 0,3068 0,7173 

0,8 0,3068 1,1113 0,4202 0,7628 0,5477 0,7991 
+ + 

0,9 0,5169 2,0987 0,5846 0,8051 1,0561 1,6055 

0,9 0,5741 2,1198 0,5515 0,8004. 1,6338 2,4046 

0 0,8583 2,517 0,6752 0,8354 0,5446 0,8015 


Искомые значения функций: 
Х == 0,3068 -1- 0,5446 = 0,854 и У=1,13 | 0,8015 = 2,5188. 
Заметнм, что если дано диферепциальное уравнение второго по- 


рядка 
@х 
ав: —7(ь ^. = 


то, полагая 
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мы приведем его к системе двух уравнений первого порядка: 
4у 


яр ==7 *, уу 
ах _ 
в 


Отсюда следует, что изложенный сейчас прием вычисления интегра- 
лов системы может служнть и для вычиеслення интегралов одного ди- 
ференциального уравнения второго порядка. 


Пример. Дано диференциальиое уравнение 
2х 4х 
дв 2: фВ=0 


н известео, что зиаченню #==1 аргумента соответствуют значення х = 1 функ- 
ах 

ции И пу == 2 ее пронзводной. Требуется вычислить значение Х функции и У 

ее производной, соответствующее значению # == 1,4, 


ах 
Положив —_ == у, мы получим систему: 


ЧЕ 
ах _ ау _ 2у 
п о 
с которой поступаем согласно приведенной схеме, принимая # = 0,2. Отметим, 
что ФА ху=у и Т(Ь кух, и х-=Ти у=?2 при #= 1. 
Е х | У | 5 | = | Ё 1 
1 1 2 0,4 — 0.6 0,3575 — 0,4263 
11 1,2 17 0,35 — 0,3782 0,7022 — 0,8027 
1,1 117 1,8109 0,3622 — 0,4245 1,0597 — 1,2290 
4,2 1,3622 1,5755 0,3151 — 0,2527 0,3532 — 0,4097 
2 1,3532 1,5903 0,3181 — 0,2595 0,2925 | — 0,1548 
1,3 1,5123 1,1606 0,2921 — 0,1461 0,5956 —- 0,3285 
13 1,4998 1,5173 0,3035 — 0,1824 0,8881 — 0,4833 
1,4 1,6567 1,3349 0,2670 — 0,0501 0,2960 — 0,1611 


Искомое значеиие функции 
Х == 1,3532 -| 0,2960 = 1,6492, 
У= 1,5903 — 0,1611 = 1,4292. 
$ 35. Способ Рунге-Кутта вычисления интегралов системы двух 
уравиевий второго порядка. Пусть дана система двух уравнений 


СВ ах ау 
чи = (6, %, 5» Е › 9) 


а ее производвой 


и ах ву\ 
чи (хуи, 9} 


второго порядка. Когда аргумент =, то функции х и у имеют зна" 
и и 

чения № и Ух, а нх производные Хх, и у,. Требуется вычнслить значе- 

ния Хи ТУ фуикций, соответствующие значению Г аргумента. 
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пу а 
Полагая Ех и у ‚ мы можем нашу систему рассматри- 
систему четырех уравнений: 
ах ау ах 
я -ь а ЗЕ ооо Ули 
4 у р 
теж ух, У) 


с четырьмя неизвестными функциями х, у, Хх’ и у". 

Обозначим выбираемое пами произвольно приращеине аргумента 
через й, а соответствующие ему приращения функций хиуи нх 
производных х’ ну’ через А, В ш и п. Нахождение чисел АБ шин, 
согласно спссобу Рунге-Кутта, требует предварительного вычисления 


— количеств: 


вать как 


р г, =, 

=" (ж +), е.=1( +), 

(о). в, =#(-- 3), 

во вы; в. = 0% 5% 

в, 55 ИФ (Е, Ху Ур Яо 55), 

и (А--А, хр , о- 5-й, -), 

(4-5 ‚ ж-- е , и---*, хе, яж), 

ра ИФ -- А, ж-Н а уо-Неь РВ» У 

У = (№, Хо» Ув» Би» 

чьи (6-5, хо Е, о Ч, 20 Ав | т), 

= (ь иж | в -- 2% =, о 
м НЯ, м-в Уо-Е а» хо Евы У. 

Искомые приращения функций и их производных: 


__а-ЕЯ т 8-Е 8 в -Н её | 22-88 ыы р 
2 НИ Е й 6 ЗК Е 


‚ 


о 1 Е 
Е -- =. 


Расположенне действий примем таким, как указано на схеме 8. 
Пример. 

2х _  0,00029591х. у 0,00029591 у 

е  Убру’ в Уса 
Начальные условия (при ё =0): ху == 0,30750, уу =0, Во =0, 5 = 0,034061. Вы- 
числнть зиачения функций х и ун их производных при ё=1 (Ёп 40 м 
Митеносве иицезиланеснииио). . Здесь 

000029591 0,00029591 

Ф= н "= - 

Ув Ус 


Примем й==1. Схема будет татая: 
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5 Е | й 


0 0,30750 0 | 0 0,03106 ЕЕ 0,08406 0 


1 0,30750 | 0,01708 | — 0,00156 | 0,08406 | —0,00156 | 0,0806 | 1, 
115 0,30672 | 0,01703 | —0,00156 | 0,03397 | — 0,00156 | 0,03397 | 17, 
1 0,30594 | 0,03397 | — 0,0813 0,03388 | — 0,00313 | 0,03380 1 


Продолжение 


Ё | ь | У | № | 1 | т | п : 


0 | 0,00323| 0 — 0.00156] 0,08397 | —0,00312| —0,00017| 0 
1), | — 0.00311 | —0,00017 | —0,00312| 0.06808 | — 0.00624 | — 0,00084| 14 
1, | —0,00313| — 0,0017 | —0,00469| 0.10200 | —0,00986 | — 0,0053 | 3/5 
1 | —006310| — 0,0034 | —0,00156| 0,03406 | — 0,00812| —0,00017|] 1 


Иекомое значение фуикций при #=1: Х= 0,30594 и У=: 0,08400. Их производ- 
ных: А’ == —0,00312 и У’ == 0,03389. 


$ 36. Диференциальное уравиение „веревочиой“ кривой. Пусть 
дана функция 9 ==/(х). 

Приняв @ за ордииату, а х—за абсциссу, построим кривую ВО 
(фиг. 45), соответствующую этой функции. Площадь, ограниченную 
этой кривой, осью абсцисс и какими-нибудь двумя ординатами ОВ и 
СО (‚грузовую площадь") разобъем ординатами на такие участки, 
которые было бы можно приближенно прииять за прямоугольники или 
трапеции. Найдя цеитры тяжести этих участков, приложим к каждому 
из них в условном масштабе вектор, пропорциональный площади. Можно, 
например, принять, что каждому квадратному сантиметру площади 
соответствует вектор длиной в один миллиметр. 

Все эти векторы: Р,, Р., Р., Р., Рь, Рь, Р; и Рь, направим парал- 
лельно оси ОТ в сторону убывающих ординат. 

Затем из произвольной точки А проведем вектор АД., равный и 
параллельный вектору Р,;; из конца А, этого вектора проведем век- 
тор А,Аь, равный и параллельный вектору Ро, и т. д. Получим, таким 
образом, ряд точек: А, А, А» А А, А, А’, Адн Аз, расположен- 
ных на одной прямой. 

Выбрав затем произвольную точку П (полюс) на расстоянии Е = ПК 
от прямой АДь, соединим эту точку с точками 4, А.,..., Аз лучами: 
ХИ, НЬ ГУ, У, УБ МЬ ИИ и ИХ. 

Из точки Ё, взятой где-нибудь левее начала О, проведем прямую /, 
параллельную лучу Ё из точки, в которой эта прямая встречает про- 
должение вектора Р» проведем прямую М, параллельную лучу И; из 
точки ее пересечения с продолжением вектора Р, проведем прямую 1/1, 
параллельную лучу М, и т. д. Таким образом построим так называе- 
мый веревочный многоугольник 1-/-//-...-М№. 
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` 
. 
. 


Фиг. 45. 


Если число участков и тем самым число векторов Р,, Р» Р., ..- 
увеличивать до бесконечности, то веревочный многоугольник в пределе 
обратится в веревочную кривую. 

Мы имеем в виду написать диференциальное уравнение этой кри- 
вой. Выберем с этой целью на кривой две смежные точки Ми М, и 
вообразим, что в них проведены к кривой касательные (эти касатель- 
ные на фигуре не построены). Таигенсы углов © и @, которые обра- 
зуют с осью ОХ эти касательные, выразятся так: 


а а ау 
ша и а, == 9-4 (4%), 


Чу 


== при переходе от 


& 
где (2) обозначает приращение производной 


точки Мк М, ах и у коордиваты точки М. 
Проведя из точки П лучи Ш и Пт, параллельно касательным, мы 
видим, что 


Ее=— № и ва, =— т, 
т. е. 
А. 
или 
ау\ _ ший 
4(3*) =" ь 


Но отрезок пит = Ат, — Ат выражает собой ту площадь, которая 
приходится на элемент длины Дх и показана иа фигуре штрихами 
Поэтому (численно) 

тт= 4, Ах, 


где 4:Ах есть величина заштрихованной площадки. 
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Таким образом 


Переходя к пределу при Ах-»›0, найдем 


И 
Е? 


ву 


й. 


где а=:.М10;, и есть ордината грузовой линии ВО в точке ©, соот- 
ветствующей точке М. 
И так как @==7(х), то искомое уравнение веревочной кривой будет 


Фу _ 1@) 
РЕ Г” 


Полагая Н==1, мы видим, что вторые производные от ординат вере- 
вочной кривой равны ординатам „грузовой линии“. 

8 87. Интегрирование уравнения у” = (х) с помощью вереноч- 
ной кривой. Из сказанного в предыдущем параграфе следует, что 
интегральной кривой дифереициального уравнения’ 


Фу 7) 
4х? Н 
является веревочная кривая. 
Если требуется интегрировать уравнение 


У =, 


то графически можио решить эту задачу, приияв Н==1 и построив, 
как указано выше, веревочную кривую. 

В зависимости от выбора полюса П таких кривых можно получить 
бесчисленное множество, что находится в соответствии с неопределен- 
ностью двух произвольных постоянных, входящих в состав общего 
интеграла. Задача становится определенной и получается определенное 
решение, если потребовать, например, чтобы кривая прошла через 
заданную точку и касательная к ней в этой точке была наклонена под 
хпределениым углом к оси ОХ. 


Пример. Построить интегральную кривую уравнения 


„_ З- 2х — 
У 55а, 


еслн известно, что она должна пройти через точку М (1, — 1) и касательная 
к ией образует с осью ОХ в этой точке заданный `угол а. 

Производим действия в таком порядке. 

Выбрав определенную единицу длины, строим кривую ВР (фиг. 46) по 
уравненню 

= м 
Е ° 

„Грузовую площадь“ разбиваем на 10 участков. Находим центры их тяжести 
н через них проводим линии, параллечьные оси ОУ. Отрезки этих линий, 
заключенные между осью ОХ и построенной кривой, будут представлять собой 
векторы, пропорциоиальные площадям участков. 
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2 
ей 
и 


сосеь см 


Выбрав затем некоторую прямую АВ, параллельную оси ОУ, мы на ней 
отложим отрезки 


в 2, 


равные только что построенным вегторам. Эти отрезки откладываем вверх, 
если соответствующий участок кривой лежит ниже оси ОХ, и вниз, если ои 
лежит вые. 

Заметив, что заданная точка /№ должна лежать на той стороне веревочного 
мкогоугольника, которая параллельна пятому лучу, мы из точкн 5 прямой АВ 
ведем линию под углом а К оси ОХ Она и булет служить лучом У. Полюс П 
берем на этом луче на расстоянии Н=1 от АВ. Соединяя ролюс с точками 
0, 12,..., 10, получим прочне лучи: ОП, ---, Х, а потом построим прочие 
стороны: 0, Г, Й, ..., Х, веревочного меогоугольника. 

Интегральная кривая получится как предел зоманой, представляющей вере- 
вочиый многоугольник. 

$ 38. Графический способ интегрирования диференциальных 
уравнений второго порядка при вомощи кругов кривизны. Допу- 
стим, что дано диференциальное уравнение второго порядка 


=, У 3 
для которого начальные условия таковы: 
у=ф и У==е при х—а. 


Требуется построять интегральную кривую этого уравнения. 

Если не требуется большой точиости, то можно применить ниже- 
следующий прием. Взяв систему координат ХОТ, построить точку 
Ма, 6) (фиг. 47). Через эту точку провести прямую, наклонеиную 
‚к оси ОХ под углом @», тапгенс которого равен с, И другую прямую 
М.Съь перпендикулярную к первой. Первая из них будет служить каса- 
тельной в рассматриваемой точке к искомой интегральной кривой, 
вторая будет нормалью к ней в той же точке. 
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Принимая во внимание заданное уравнение, мы можем известную 
@ормулу для радиуса кривизиы 
Зи 
# Р == т 
] [4 У 
переписать так 


Ее 
ЕЯ" 


Так как в точке Му зна- 
чения переменных х, У 
и Зи нзвестны, то будет 
известен и радиус кри- 
визны р == ро; этот радиус 
отложим по нормали М.С. . 


971) 


Хх Прн этом надлежит 
СА отличать два случая: 
\ 1) если окажется, что 
ЪЯ Ро — 0, товищу 0, — 
Фиг. 74. кривая обращена вогну- 


тостыю в сторону воз- 
растающих ординат; в этом случае длину радиуса кривизны следует 
откладывать тоже в сторону возрастающих ординат; 

2) если же окажется, что р<0, то и У’ < 0, — кривая своей 
вогнутостью обращена в сторону убывающих ординат; в ту же сторону 
по нормали следует откладывать и длину радиуса. 

На фиг. 47 радиус кривизны М.С, построен при втором предположе- 
нии. Точка Су представляет центр кривизны искомой кривой в точке /\. 
Раднусом ро опишем из этого центра небольшую дугу М.М, круга 
кривизны и вычислим (измерим) координаты х, и у, точки М,, а также 
и тангенс угла а, под которым наклонена к оси ОХ' касательная к кри- 
вой в точке М,. Таким образом в точке М; нам будут известны: м, у, 
Ноа, - 

Принимая точку М, за точку искомой кривой, мы по той же фор- 
муле (171) вычислим радиус кривизны р, в этой точке. Построив этот 
радиус вдоль нормали к кривой в точке М,, найдем центр кривнзны с 


у И 


150 


1 
Фиг. 49. 


и из него радиусом р, олишем небольшую дугу /ЛМ,ЛЬ. Поступая по 
этому способу так же дальше, мы получим кривую, состоящую из не- 
больших дуг окружностей. Эту кривую и примем за приближенное 
очертание искомой интегральной кривой. 

Вычерчивание последовательных дуг может быть с удобством про- 
изведеио при помощи особого рода линейки. Сделанная из целлулонда 
(фиг. 48; а и 6) лннейка эта снабжена отверстием /М— для острия 
карандаша —и „средней лннией“ МС, вдоль которой тоже проделаны 
отверстия. Средняя линия проградукрована н служит для откладывания 
радиусов кривизны. Кроме линейки в состав прибора входит еще не- 
большой треножник с заостренными ножками. 

Если нужно вычертнть дугу круга кривизны в данной точке, то, 
вычертив прежде всего, как сказаио выше, касательную и нормаль 
в этой точке, мы совмещаем отверстие М с этой точкой и располагаем 
среднюю линию вдоль нормали. Вычнслив длину радиуса кривизны, 
отмерим эту длину по нмеюшимся на средней линин делениям и най- 
дем, таким образом, центр кривизны С. Затем поставим треножник 
так, чтобы одна из его ножек прошла через отверстие С, а две другие 
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стояли на чертежной бумаге. Далыше уже нетрудно будет, поместив 
острие карандаша в М, вычертить малую дугу радиусом СМ из непо- 
движного центра С. 

Построенный таким образом прибор позволяет произвести вычер- 
чивание с бблышим удобством и ббльшей точностью, чем это можно 
было бы сделать обыкновенным циркулем. 

При помощи той же линейки можно легко измерить и тангенсы 
углов, образуемых касательными с осью ОХ. Для этого по обе сто- 
роны от отверстия /М на прямой, перпендикулярной к средней линии, 
и на расстояниях от М, равных единице, наносят две отметки Т, и Т.. 
Если лннейка занимает положение, указанное на фиг. 48, а, то, проведя 
через точку Г, прямую 7.В||ОХ, мы получим угол РГ, М, равный углу а, 
образуемому касательной в точке М с осыо ОХ. Ввиду того что 
МТ, =1, имеем 

та==у’ =РМ. 


В случаях, когда угол а получается большим (фиг. 48, 6), измеряют не 
его тангенс, а тангенс угла ОТ.М, образованного прямой Т,Ть с пря- 
мой 7,@, параллельной оси ОТ. Нетрудно видеть, что тангенс этого 


угла равен ОМ и что 
1 
те = ом- 


Пример. В виде примера приводим графическое интегрирование урав- 
нения 
У"-Е 0,5 у" - эту = 0, 
заимствованное из книги Ной „Ре РШетепнаесвипоеп 4ез шеешенгс“. 


Начальные условия таковы: при х = © фувкция у ==0 и производная у’ == 1. 
В таблице приведены соответствующие чертежу численяые значевия (фиг. 49). 


а , и” 
в | в | Ув | У Ув Уь | Ув Рь 
0 о 0 0 1 — 0,50 — 5,66 
1 0,5 0,23 0,41 0,79 — 0,80 2,57 
2 1,0 0778 069 048 | —053 | — 145 
3 1,5 0,59 0,78 0,10 — 0,83 — 128 
4 2,0 0,83 0,74 — 0,33 —0,57 —= (5 
5 2,5 0,56 0,58 — 0,71 — 0,47 — 10,55 
6 8,0 0,15 0,15 — 0,80 0,25 8,40 
й 3,5 — 0,22 — 0,22 — 0,69 0,56 3,18 
8 20 м | и: | 6.70 202 
я 4,5 — 0,57 — 0,62 — 0,17 0,70 1,45 
10 50 — 0,67 —0,6: ол 0,54 1,88 
и 5,5 — 0,49 — 0,27 0,48 0,22 605 
12 50 — 019 | — 0419 в ам || 
13 0,10 0,10 — — == 


Применяя описанный прием, мы можем получить иногла радиус 
кривизны столь длинным, что его построение и тем самым построение 
соответствующего центра кривизны в границах чертежа становится 
невозможным. В этом случае прием приближенного построения инте- 
гральной кривой должен быть несколько видоизменен. 
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Описав из произвольного центра С окружность радиусом, равным 
елинице (фиг. 47), проводим радиус СР параллельно касательной к кри- 
вой МГ, положение которой в снлу начальных условий вполне опре- 
делено. Вычислив по формуле {171) радиус кривизны ру, мы вместе 


р 1 
с тем будем знать и кривизну > в точке /№. И если радиус ро 
_ “ 


велик, то кривизна Ау мала. 

Отложив на касательной МТ отрезок М.М = 45, мы в то же время 
построим касательную 1) в точке Р к окружности С и на ней отложим 
отрезок РО ==Кь45. Этот отрезок отложим в указанном на фигуре 
направлении —в случае, когда р < 0, и в противоположном — при 
во >> 0- Затем из точки О, как из центра, опншем дугу радиусом КоА$ 
и отметим точку Ю ее пересечения с окружностью центра С. Соединив 
точки В и С и проведя из точкн М№М прямую М№ММ, параллельно КС, 
отложим на этой прямой отрезок ММ, ==А5. Тогда точка М; будет 
служить конном дуги круга кривизны; отыскание ее не требовало нахо- 
ждения центра кривизны Со- 

Доказать, что дуга М, принадлежит кругу кривизны, можно, про- 
ведя МС 1 ММ я М, С, 1. МА, соответственно в точках М н М.. 
Рассматривая подобие фигур, нетрудно будег показать, что МС = ро: 
Мы здесь предположили, что радиус кривизны велик в начальной 
точке /\. Совершенно понятно, что сказанное можно применить к лю- 
бой точке интегральной кривой. 


3) На чертеже линия РО не является касательной к окружиости, так как 
иначе чертеж делается неясным, 
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